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1 Formulaire des chapitres précédents

F = gradX (~x) d~x = F d~X J = det(F) =
p. d.

1+ tr(ε)

ΘV = J−1 =
p. d.

div(~u)= tr(ε) dv = J dV

~γ= ∂t~v+ 1
2

−−−→
grad(~v2)+−→

rotx(~v)∧~v G = gradx(~v)= D+W

Ḟ =G F J̇ = Jdivx(~v) ρ̇+ρdivx(~v)= 0 ⇐⇒ ∂tρ+divx(ρ~v)= 0

ρ(0)= J(t)ρ(t) C = tF F L = 1
2

(

C−δ
)

H = gradX (~u) =
p. d.

ε+ω εNN =
(

~N ·C · ~N
)1/2

−1 =
p. d.

~n ·ε ·~n

εii =
√

Cii −1 γNT = π
2 −θnt =

p. d.
2~N ·ε ·~T

sin(γNT)=
2~N·L·~N

(

~N·C·~N×~T·C·~T
)1/2 sin(γi j)=

2L i jp
CiiC j j

e = ε− 1
3tr(ε)δ

2 Contraintes

* ~σ(M,~n)=σ(M) ·~n i.e. ~σ(~n)=σ ·~n

* s =σ− 1
3tr(σ)δ

s : déviateur des contraintes ; σ : partie sphérique, tenseur des

contraintes de Cauchy

* Équations indéfinies du mouvement : ργi = ρbi +∂ jσi j

i.e. ρ~γ= ρ~b+
−→
div(σ)

3 Rhéologie

* E =
σ1

ε1
ν=−

ε2

ε3
=−

ε3

ε1

=⇒ Loi de Hooke : ε=
1+ν

E
σ−

ν

E
tr(σ)δ ⇐⇒ σ= 2µε+λtr(ε)δ

* µ=
E

2(1+ν)
λ=

νE

(1+ν)(1−2ν)

E =
3λ+2µ

λ+µ
µ ν=

λ

2(λ+µ)
* Module de cisaillement : G = τi j/γi j

Module de compression volumique : K =
E

3(1−2ν)
=

σm

ΘV

* Thermo-ÉLI : ε= εméca +εth où εth =β∆Tδ

* Critères de limite élastique : I1 :=σm J2 := tr(s2) J3 := tr(s3)

1. Tresca : pour les métaux
max {|σ1 −σ2| , |σ2 −σ3| , |σ1 −σ3|}= 2τ0 ;

2. Von Mises : pour les métaux
élastique si

p
J2 ≤ Cm = cste ou encore si

√

(σ1 −σ2)2 + (σ2 −σ3)2 + (σ3 −σ1)2 ≤ 3Cm ;

3. Mohr-Coulomb : pour les milieux granulaires
‖~τN‖ ≤ τmax := C−σnn tan(ϕ)

* Fluides :

— parfaits : σ=−Pδ

— visqueux en mouvement : σ=−Pδ+σV

• visqueux newtoniens : σV = 2ηD+ξtr(D)δ
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4 Théorèmes généraux

∂t(ρ~v)=
−→
div

(

σ−ρ~v⊗~v
)

+ρ~b

⇐⇒
∫

S

σ ·
−→
dS+

∫

V

ρ~b dV =
∫

S

ρ~v×~v ·
−→
dS+

∫

V

∂t(ρ~v) dV

(Théorème d’Euler)

∫

S

(σ ·~v) ·
−→
dS+

∫

V

ρ~b ·~v dV =
d

dt

∫

V

1

2
ρ~v2 dV +

∫

V

σ : D dV

(Théorème de l’énergie cinétique)

Si :

— ~γ=~0 (équilibre stable) ou ~γ≃~0 (évolution quasi-statique vers
un équilibre stable) ;

—
 

u |S1 =~0 ou σ̃ ·~n =σ ·~n sur S1

Alors :
∫

V

ρ~b · u dV +
∫

S2

~fc ·
 

u dS+
∫

S1

(σ · u) ·
−−→
dS =

∫

V

σ̃ : ε̃ dV

(Théorème des travaux virtuels)

* Cas des fluides :

— au repos :
−−−→
grad(P)= ρ~b

— parfaits :
−−−→
grad(P)= ρ(~b−~γ)

théorème de Bernoulli : si l’écoulement est permanent et

que~b dérive d’un potentiel U ,
∫

dP

ρ
+

1

2
v2 +U = cste sur la ldc

si l’écoulement est en plus irrotationnel, l’équation est valable
en tout point du milieu

— visqueux newtoniens : équation de Navier-Stokes

−
−−−→
grad(P)+ (ξ+η)

−−−→
grad(div(~v))+η~△(~v)+ρ~b = ρ~γ

* Cas des solides ÉLI :

— équations de Lamé-Navier :

(λ+µ)
−−−→
grad(div(~u))+µ~△(~u)+ρ~b = ρ~γ

ou encore (λ+2µ)
−−−→
grad(div(~u))−µ

−→
rot

(−→
rot(~u)

)

+ρ~b = ρ~γ

si le solide est incompressible,
σ=σmδ+ s =σmδ+2µε, µ~△(~u)+

−−−→
grad(σm)+ρ~b = ρ~γ

* Énergie de déformation élastique : sous les hypothèses du TTV,

E
d :=

∫

V

1

2
σ : ε dV =Wext

* Théorème de l’énergie potentielle : sous les hypothèses du TTV,
parmi l’ensemble des champs de déplacements admissibles w̃ tels
que w̃ =~u0 sur S1, le champ de déplacement réel ~u du solide ÉLI à
l’état d’équilibre final est celui qui minimise la forme quadratique

T (~w)=
∫

V

1

2
σ(~w) : ε(~w) dV −

∫

V

ρ~b ·~w dV −
∫

S2

~fc ·~w dS−
∫

S1

(σ·~w)·
−→
dS
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