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Toutes les réponses devront être justifiées et les résultats mis en valeur.

A. ELECTION PRÉSIDENTIELLE
Barême : 8 points
Le 2me tour d’une élection présidentielle oppose le candidat A au candidat B. Pour évaluer la proportion

p d’électeurs de la population souhaitant voter pour le candidat A plutôt que pour le candidat B, on tire
au sort un échantillon de n individus dans une population de grande taille et on demande à chacun des
individus pour lequel des deux candidats il a l’intention de voter. On associe à chaque individu sondé une
variable aléatoire Xi (i = 1,. . . ,n), telle que :

Xi =

{

1, si l’individu i a l’intention de voter pour A
0, sinon

A..1. (1 point) Quelle est la loi suivie par les variables aléatoires X1, . . . , Xn ? Quelle est la loi suivie par le
nombre total de personnes souhaitant voter pour A?

A..2. (2 points) On admet que Pr[Xi = xi] = pxi (1 − p)1−xi . Montrez que l’estimateur du Maximum de
Vraisemblance (MV) de la probabilité de vote pour le candidat A, noté p̂, est donné par

p̂ =
1
n

n

∑
i=1

Xi

Vous détaillerez (i) l’écriture de la log-vraisemblance et (ii) les équations vous permettant d’arriver au
résultat.

A..3. (2 point) Montrez que l’estimateur du MV p̂ est (i) sans biais et (ii) convergent.

A..4. (1 point) On a compté 98 électeurs (parmi les 200 interrogés) déclarant voter pour le candidat A.
Proposez une estimation ponctuelle du paramètre p.

A..5. (1 point) Calculez un intervalle de confiance de niveau 95%, puis de niveau 98% du paramètre p en
indiquant comment vous construisez l’intervalle. Comparez les deux intervalles obtenus.

A..6. (1 point) On suppose que la vraie probabilité p que le candidat soit élu est égale à 52%. A partir de
quelle taille d’échantillon, les instituts de sondage donneraient gagnant le candidat A avec une proba-
bilité de 95% ? Remarque : on prévoit que le candidat A sera élu si la fréquence empirique p̂ dans l’échantillon
excède 50%.

B. INTERVALLE DE CONFIANCE
Barême : 4 points
On cherche à prévoir le taux de croissance mensuel du volume des ventes, noté X, censé être repré-
senté par une variable aléatoire réelle de distribution normale N (m, σ2). Pour cela on considère un
n-échantillon de 24 valeurs passées, notées {x1, . . . , xn}, supposées être indépendantes et identique-
ment distribuées, et de même loi que X. A partir de cet échantillon on observe que le taux de croissance
moyen des ventes est égal à 2,1% et que la variance empirique corrigée, notée SC est égale à 0,4.

B..7. (2 points) Proposez à votre direction un intervalle de confiance pour un risque de 10% sur la valeur
du taux de croissance moyen des ventes en supposant que la variance σ2 est connue et égale à 0,4. Vous
détaillerez précisément votre démarche.

B..8. (2 points) Refaites le même exercice, mais en supposant cette fois que la variance σ2 est inconnue. Vous
détaillerez précisément votre démarche.
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C. POULPES
Barême : 8 points
Dans cet exercice, nous allons comparer les poids de poulpes mâles et femelles au stade adulte. Nous
disposons pour cela des données de 15 poulpes mâles et 13 poulpes femelles pêchés au large des
côtes mauritanienne. Nous souhaitons tester l’égalité des moyennes théoriques inconnues des poids
des poulpes femelles (µ1) et mâles (µ2) avec une erreur de première espèce fixée à 5%.

C..9. (1 point) La figure suivante représente les poids des poulpes par sexe. Que pouvez-vous en dire ?
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Figure 1 – Boîtes à moustaches des poids des poulpes par sexe

C..10. (1 point) La normalité des données est testée pour chaque sous-population à l’aide d’un test de
Shapiro-Wilk (voir figures sur la page suivante). Interprétez les résultats de ce test pour les femelles et
pour les mâles.
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Figure 2 – Test de normalité pour les mâles

Figure 3 – Test de normalité pour les femelles

C..11. Pour comparer les moyennes des deux sous-populations mâle et femelle, il existe deux types de
tests : l’un quand les variances inconnues des deux sous-populations sont différentes et l’autre quand
elles sont égales. Nous devons donc commencer par tester l’égalité des variances.

C..11.a. (1 point) Ecrivez l’hypothèse nulle et l’hypothèse alternative relatives à ce test d’égalité des va-
riances.

C..11.b. (1 point) De quel type de test s’agit-il ?

C..11.c. (1 point) Interprétez les résultats du test donné ci-dessous :

Figure 4 – Test d’égalité des variances

C..12. Nous allons maintenant mettre en œuvre le test d’égalité des moyennes des deux sous-populations.
Sous R, la fonction qui permet de faire un test d’égalité des moyennes est la fonction t.test.

C..12.a. (1,5 point) Ecrire l’hypothèse nulle et l’hypothèse alternative pour réaliser :
— Un test bilatéral
— Un test unilatéral à droite
— Un test unilatéral à gauche

C..12.b. (1,5 point) Interprétez les résultats du test donné ci-dessous. Lequel des trois tests mentionnés à la
question précédente a été mis en œuvre ?

Figure 5 – Test d’égalité des moyennes
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