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Premier exercice : Poutre soumise a un champ axial d’actions mécaniques a distance

Une poutre de longueur ! et de sections droites rectangulaires de mémes dimensions et d’aire S (figure 1)
est consituée d'un matériau homogene de masse volumique p au comportement élastique linéaire et isotrope,
de module d’Young FE et de coefficient de Poisson v = 0. La poutre, encastrée a son extrémité gauche x =0 et
libre & son extrémité droite 2 = I, est soumise 4 la densité massique d’actions mécaniques a distance b = az2e,,,
ol @ est une constante strictement positive donnée de dimension L='T~2. On suppose alors, compte tenu
des hypothéses précédentes et de la géométrie du probleme, que le champ des déplacements adopte la forme
u = u(x) €., ol e, est le vecteur directeur unitaire de 'axe Oz et ot u est une fonction de z que 1’on se propose
de déterminer.
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F1G. 1 — Poutre soumise a un champ axial d’actions mécaniques a distance

1. De I'équation indéfinie de I’équilibre en projection sur e, et de la condition aux limites statique en z = I
déduire ’expression de la contrainte axiale o, puis, en tirant cette fois parti de la condition aux limites
cinématique en z = 0, celle du déplacement axial u(x).

On se propose, dans ce qui suit, d’exhiber une solution (a priori approchée) grace au théoreme de 1’énergie
potentiellel.

2. On pose u(x) = az. Donner l'expression de I’énergie potentielle J(«) et dire quelle valeur de « la minimise.
Quel est alors le déplacement en z =17 (on comparera ce dernier avec la valeur exacte trouvée a la
question 1). En quoi cette solution n’est pas satisfaisante ?

3. On pose & présent u(x) = ax + Bz*. Calculer J(a, 3) et montrer que 'on obtient alors la solution trouvée
a la question 1.

4. Soit n € IN, n > 4. Dire, sans faire de calculs mais en le justifiant, ce que 'on obtiendrait en posant
k=
u(z) =Y, apzh.

Deuxieéme exercice : Ecoulement dans une conduite cylindrique

Une conduite cylindrique de révolution est, & gauche d’une section (S7), divisée par un plan passant par
son axe Oz, ainsi que l'illustre la figure 2. L’une des moitiés est alimentée par de I'eau animée d’une vitesse
v1, l'autre par de ’eau animée de la vitesse %vl. A droite de (S1), apres une zone perturbée, ’écoulement est
redevenu uniforme dans une section (S3). L’eau est supposée incompressible et ’on néglige le frottement entre
celle-ci et la conduite ainsi que les actions mécaniques a distance. On admet enfin que dans chacune des sections

(S1) et (S2) la pression est constante.

11,%énergie potentielle d’un solide dans un champ de déplacement virtuel est égale & la différence entre son énergie de déformation
élastique et le travail, dans ce champ, des actions mécaniques extérieures.



1. Justifier pourquoi le théoréme de Bernoulli ne peut étre appliqué.
2. Calculer, en fonction de vy, la vitesse ve dans la section (S2).

3. En appliquant le théoréme d’Euler? déterminer, en fonction de v; et de la masse volumique p de I'eau, la
différence de pression py — p1.
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Fic. 2 — Ecoulement dans une conduite cylindrique

Troisieme exercice : Ecoulements d’un fluide visqueux newtonien

On considere des écoulement d’un fluide visquex newtonien, de masse volumique p et de viscosité dynamique
de cisaillement 7, caractérisés, relativement au systéeme de coordonnées cartésiennes (x1,xs2,x3) , par le champ
eulérien des vitesses

v = —ﬂh(r)
_omy

V2 = o (r)

vy = k(r)

ot 7 = \/x? + 22 et ott 7 — h(r) et r — k(r) sont des fonctions de classe C? de la variable r.

1. Montrer que dans le repere local (67,67;, ej) associé au systéme de coordonnées cylindriques (r, 0, z) ou
laxe Oz coincide avec 'axe Oxg (dans toute la suite on utilise ce systéme de coordonnées) le champ des
vitesses a pour expression v = h(r) ey +k(r)e..

2. Montrer que ’écoulement s’effectue a volume constant.

@

Donner I'expression du champ des accélérations.

4. I’axe Oxg étant vertical ascendant et les actions mécaniques a distance étant réduites aux forces gravi-
fiques, montrer qu’il existe des tels écoulements en donnant ’expression de la pression p au sein du fluide,
cette derniere étant supposée indépendante de 6 (justifier). On exprimera p en fonction de p, r, z, de
I'accélération de la pesanteur g et de trois constantes arbitraires.

Quatrieme exercice : Critere de limite élastique de Stassi d’Alia
Le critere de limite élastique de Stassi d’Alia a pour expression
((71 — (72)2 + ((72 — 0’3)2 + ((73 — 0'1)2 + 01(0'1 + o090 + 0'3) +Cy=0

ou 01, 02 et o3 désignent les contraintes principales et ou C; et C5 sont deux constantes mécaniques ca-
ractéristiques du matériau. On désigne enfin respectivement par o§ et of les limites élastiques en compression
et en traction simple.

1. Exprimer le critere de limite élastique de Stassi d’Alia en fonction des invariants scalaires I; = o, et
Jy = trs? du tenseur des contraintes de Cauchy o puis en déduire la nature géométrique de la surface
limite dans l’espace (0, 01,02, 03) des contraintes principales.

2. Donner, en fonction de 0§ et o, I'expression des constantes mécaniques Chet Cs.

3. Montrer que pour des états de déformation plane (3 = 0) et lorsque v = % le critere de limite élastique
de Stassi d’Alia a pour expression 3(o; — 02)? + 3C1 (01 + 02) + 2Cs = 0

4. Question bonus (difficile) Les hypotheses de la question 3 étant satisfaites, donner I'expression de la
courbe limite dans le plan du tricercle de Mohr d’abscisse o, (contrainte normale) et d’ordonnée 7,
(contrainte de cisaillement), en fonction de oy, T,, C1 et Cs. Quelle est la nature géométrique de cette
courbe ?

2La résultante des actions mécaniques extérieures s’exercant sur un volume matériel est égale & la somme de la résultante de la
dérivée partielle par rapport au temps de ses quantités de mouvement et du débit, a travers sa frontiere, de ces mémes quantités
de mouvement.



