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Probleme 1 : Confinement d’un cylindre

Un cylindre (C) d’axe de révolution Oz, de rayon R et de hauteur H est soumis, sur sa paroi latérale
{r =R,z ¢€[0,H]} et comme lillustre la figure 1, & une pression p(z) = po(1 — F), oll po est une constante
strictement positive donnée. Le cylindre (C) est constitué d’un matériau déformable, homogene et non pesant
au comportement élastique linéaire et isotrope, de module d’Young F et de coefficient de Poisson v.
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FiG. 1 — Confinement d’un cylindre

Les déplacements radiaux des points du cylindre (C) situés sur 'axe de révolution Oz sont nuls par raison de
symétrie. Le point O de 'axe Oz situé a la cote z = 0 est par ailleurs fixe tandis que les déplacements verticaux
des autres points de cet axe sont non empéchés. Enfin, les bases inférieure {z = 0} et supérieure {z = H} du
cylindre sont libres de toute action mécanique extérieure de sorte qu’a l'exception du point O les déplacements
verticaux y sont non empéchés. On suppose alors, compte tenu de I’ensemble des hypotheses précédentes, que
le champ tensoriel des contraintes de Cauchy o au sein du cylindre (C), exprimé dans le repere local ((Z-, €o, ej)
associé au systéme de coordonnées cylindriques (r, 8, z) (voir la figure B.2 du polycopié, section B.3.2 page 318),
adopte la forme

om0 0
g = 0 g9 0 (1)
0 0 0.,

et que o, est indépendant de r.

1. De ’équation indéfinie de I’équilibre en projection sur e. jointe aux conditions aux limites sur les bases
inférieure {z = 0} et supérieure {z = H} du cylindre, déduire expression de o.

2. Montrer, en tirant parti de ’équation indéfinie de I’équilibre en projection sur 67, que ’on a nécessairement
009 = Opy.

3. Des conditions aux limites sur la paroi latérale {r = R, z € [0, H]} du cylindre déduire 'expression de .

4. Donner, en tirant parti des résultats obtenus aux questions 1, 2 et 3, I’expression des composantes non
nulles du champ tensoriel des petites déformations .

5. De 'expression de €99 obtenue a la question 4 déduire celle du déplacement radial u,.. Vérifier que les
conditions aux limites aux points de ’axe de révolution Oz sont bien satisfaites.



6.

7.

De lexpression de €, obtenue a la question 4 déduire, a une fonction pres f de la variable r, celle du
déplacement vertical u,.

Achever la détermination de u, en tirant parti de la nullité de la demi-distorsion e, ainsi que de la
condition aux limites au point O de 'axe Oz situé a la cote z = 0.

Probleme 2 : Rhéometre bisphérique

On considere le théometre bisphérique représenté sur la figure 2. La sphere creuse S(2), de rayon intérieur Ro,
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Fi1G. 2 — Rhéometre bisphérique

est fixe tandis que la sphére pleine S™), de rayon R; < Ry, est animée d’un mouvement de rotation uniforme 2
vitesse angulaire w autour de 'axe vertical Oxy. L’espace compris entre les deux sphéres est rempli d’un fluide
visqueux newtonien incompressible de viscosité dynamique de cisaillement 7. Les actions mécaniques a distance
(forces de pesanteur) étant ici négligées, on suppose que le champ des vitesses v induit dans le fluide par la
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rotation de la sphere S™) et exprimé relativement au repére local (er, €0, €,) associé au systeme de coordonnées

sphériques (r, 0, ) (voir la figure B.3 du polycopié, section B.3.3 page 320) adopte la forme v(r,8) = v(r, 0)64;7,
ou v est une fonction des variables r et 6 que 'on cherche ici & déterminer. Enfin 'on admettra que le champ

2 — —
des accélérations « a pour expression v(r, ) = —%(Sin Oe, +cosbey).
1. Donner, en fonction de v, r et 6, expression du tenseur des taux de déformation D puis, en fonction cette

fois de n, v, r, 0 et de la pression p, celle du tenseur des contraintes de Cauchy o.

’ . . ’ . . . — ’ . . ’ .
De I’équation indéfinie du mouvement en projection sur e, déduire que v est solution de ’quation aux
dérivées partielles

cot 0
r2

02 v(r, 0) + %arv(r, 0) - ;29““’ 0) + rlzagev(r, 0) + < ou(r,0) = 0 )

r2sin
On cherche une solution de I’équation (2) sous la forme v(r,8) = f(r)g(#), ou f et g sont deux fonctions
réelles de variable réelle que ’on se propose de déterminer. Montrer alors, en tirant parti des conditions
aux limites cinématiques en » = Ry, que 'on a ¢g(f) = C'sinf, ot C est une constante dont on donnera
lexpression en fonction de w, Ry et f(Ry).

De 'équation aux dérivées partielles (2) et de l'expression de g obtenue a la question 3 déduire que la
fonction f est solution de I’équation différentielle ordinaire

2 2
() + 27 - 2 =0 Q
Montrer que I'équation différentielle ordinaire (3) a pour solution générale f(r) = Ar + %, ou A et B

sont deux constantes, puis donner I'expression finale de v apres avoir tiré parti des conditions aux limites
cinématiques en r = Ry et de 'expression de g obtenue a la question 3.



