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1. Position du probleme

L'objectif du projet est la modélisation mécanigue puis numérique
d’'une sphére creuse sous pression.
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La transformation est supposée quasi-statique, le solide est supposé
hypoélastique et son comportement est régi par les relations :

7 = Ltr(D).5 + 2.u.D

Q<

= 7 4+ 6 W-Wo.

ou D et W sont respectivement les tenseurs des taux de déformation et de
rotation, ? la dérivée objective de Jaumann du tenseur des contraintes
de Cauchy g, 0 |a dérivée matérielle de o, A et u des constantes
mécaniques propres au solide, telles que :
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Le but de cette étude est la détermination de f, fonction inconnue des
variables R (position initiale de la particule) et t le temps. f correspond au
déplacement radial de la particule de position initiale (R,0,®)

2. Modélisation mécanique

Nous allons utiliser les notations suivantes :

r=f(R,t)
0 = j(O,t)
9 =k(d,t)
of(R,t) 0% (R,t) fzéf(R,z)
F(Rt) =~ 3R f"(RY) =~ 5R ot
+,

V(R,l‘]E[RO;RJ xR,

Nous avons d’abord remarqué les symétries du probleme afin de
simplifier I'’étude. Comme la sphere est invariante par rotation selon 6 et o,
nous pouvons réécrire la position de la particule :

r=f(R,t)
0=06
o=

Nous avons donc un déplacement “ qui est uniguement radial :

-

no= (r-R) “r etrne dépend que de R et de t. Or par définitions, les
expressions des différents tenseurs eulériens (D, o, ...) sont fonctions de

I et de sa dérivée temporelle. Ainsi, ces tenseurs ne dépendent que du
temps et de la variable de Lagrange R.

A présent nous nous proposons d’exprimer les composantes de ces
tenseurs non comme fonction de r et t mais bien comme fonction de R et
t.



Soit 20 uninstant guelconque mais fixé.
Introduisons g et h les fonctions définies par :

RS (R,t)
VRE[R,:R,]
R
puis les fonctions v et w définies ¥~ € [, 1] par :

vix|=g(R)
wlx|=h(R)

_RO _R()

Ou xl—zetx—?

Nous allons chercher les équations différentielles liant ces deux
nouvelles fonctions et des conditions aux limites, puis discrétiser le
probleme afin d’approcher numériquement ces fonctions. Enfin,
connaissant la relation entre ces fonctions et la fonction f initiale, nous
allons tenter d’approcher la déformation radiale de ce cylindre.

a. Calcul de w’

W(x]:h[R’:w Vx€lx, 1]
OfIR.t] dR| ,_ dR
D'ob: )_d_w_c’ih(R)a_R_( R x| E f(R,t).dx
W‘x_dx_ OR 8x_ R2
of (R, ,
Or %a’ (R, )



Ce qui donne :

| )_f'(R,t).R—f[R,t) —R_|fRt] fIR ) [=Ro\_[fIR,t] fIR ¢} [=1
= R v | R 2 '\ T\ Re(R) R X
b W(’x\)—w[’x\) . _—l)zw(xJ L—1 . _—1 =wlx| l— !
vix] X v|x] X x  xv(x)
Ce qui donne:
w'lx|=wlx] v[x]—l ,VxE{xl;l}
xv|x]

b. Calcul de Vv’

Pour trouver I'équation différentielle sur v’ nous allons passer par les
tenseurs G, D et o.
o

Calculons grace aux relations :

v

% = Mr(D)s+ 2uD

Q<

- 0 + cW—W.c

Avec D= % (G+G’) W Z%(:G - Gt)et G =grad v ouVest la vitesse déformation




/IR, t|-R
On a i = (r _R(.’i"r:(f[R:t)_R)ﬁ,~ = 0
0
SR, 1]
D'ou V| O
0
of(R, 1| ofIR,1
or 0 0 or
donc G=| 0 ;f(R (0 |5 0
0 0 = fIR 1] 0
etW=0
g, 0 0
Onadonc 9 = ¢ soit =0 o O
0 0 &,
Calculons les composantes de 4
6 =1uDe2D, =1 (LR 5 TR O R 1)
r fIR, | or
olav2p) ST IRA Ly TR
or f(R,t)

(OF IRt S PRt FR
or fIR, ¢t

G4y =6 ,,=AtrD+2 i D ;=)

f(R,t), . 0f[R.{
f(R,z‘)-}-/l or

$2( A+ u)




of(Rt)_of(R1)OR_J'(R,1)

Or or or 0r  f(R.t) donc :

o SR f(R 1)
G,=A+2 ul f'(R,t)+21f(R,t)

f(R,t) . f
RO 7R

Gop=6 ,,=2|2+ ]

Ce qui donne en intégrant selontentre O et t :

o, =[A+2 ulln (f'[R,t))+2Mn<f(11:,t))

0py=0,,=2|2+ u|ln (%)Mln (f'(R,t))

On passe ensuite par les équations indéfinies du mouvement en
coordonnées sphériques, qui se réduit dans notre cas (b=0 et y=0) a
div(o)=0 soit :

oo, 1
W’f;(z%—%e—%q,)
18099

r 00

+cot9(0'%—aw)

1 Oo
rsinf 0@

or %%° %, ne dépendent que de R et de t donc :

ao_rr 1
81’ +;(20-rr_0-66_0-(p(p)

=0

Ou encore



2uin(f R, ¢]|-2uln f[f{’t)):o
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—RIA+2ulg [R)1-30g|R|+30—2pg| R+ 2p—4pIn(glr)|=0
—RI2+2ulg [R)—=[3x+2u)(g(R|=1)—4pIn(g|r||=0

3%+2u)(1-g(R))—4pln|(g|r|]

R|=-
g R R2+2u)
Orona:
j=— Ly £ € 1
T+v)(1=2v) A0+ E>0;v © L 2
M= E—Y ppwop=E— 1V
Donc (1+v](1-2v) [1+v)(1-2v)

3X+2u:1+vet po _ 1=2v
Soit  J+2u  1-v  i+2p 2(1-v)

Ce qui donne :

(o [1+v)(1—g(R)) 1—2v
(o 1+v|[1-g[R||-21n[g[R]|(1-2v)
g RI= Rl—v
o R , -R, _(l+v](l—v(x))—2ln(v(x))(1—2\/)
or & |R|=v |x||—=|doncv [x||—~|= Rl

Ce qui nous mene a une équation différentielle sur v :



= 1+v)[v(x|=1]=2(1=2v)In|v(x)]

: VxE[xl;ll
xl1—=v]

Intéressons nous désormais aux conditions aux limites :

« Puisque la paroi extérieure de la sphere est fixe on a :

fR.1)_R_
Rl Rl

W(xl):

- Dans un deuxieme temps on constate que pour R= Ry

contrainte radiale ?~ vaut I'opposé de la pression sur la paroi interne

soit n=—pt) pour R= %o

Soit - |A*+2ulIn(f'(Ry,¢|]+201n /| Z Y =—p(t)
comme Ryt LEEmn) o
w220 e 2h ()=
“iia | i et
Tyl =(1=) il 1)==p (1)

Ce qui donne finalement



vl—v(1> \1+v\11—2v1p<t>

En conclusion, v et w sont solutions du probleme différentiel suivant :

Vlx)= (1+v)(v[x\]—1))6(—12_(‘1})—2v)1n(v(x))vx eln:1)

vix|—1

wlx|=wlx Vix €[x, ;1]

xv| x|
w(xl)ZI
v17v<1) ll+vlel*2v\p(t)

—=e
W1+v(1)

c. Calcul de tenseur des contraintes o

f(jR,r)th{R)zéw(x)

On a

D’ou :
o, =142 uln[ £[R 1)) +20In %ﬁ))
0,=[A+2 pIn vvv(tc)) +2%In (w(x)]




v(x)]
[1+v|In(w(x||=(1-v)In¢
)

T v (1=2v) ¢

+In(f(R,1))

fIR t)
R

009:a¢¢=21/1+1u)ln

In{w (x)+vIn(

= = (

T =Tyl (1-2v) ¢

[1+v/In{w(x))—vIn (v(x))
J— J— E 7
7= %o = Tyl (1—2v) ¢

d. Calcul du tenseur

des

déformations

d’Almansi-Euler E

Ona:

1 —1
E=—(0—2B
Lo-57)

B=.FF
F=0+H
H=grad, (i)

Soit :



H=




(7R ’ ’
ol \fRtIf —R? .
2 (f(R,1)? -
\fIR, 4]~ R
’ ’ (IR0
(w(x )2—(v(x))2
CIBE 0) 0
_1 w(x)F-1
£72 0 e
(w(x),,2—1
0 0 (w(x))?

3. Modélisation numérigue

« Dans un premier temps nous avons écrit un script qui nous permet
de calculer les fonctions v et w en fonction des parametres RO,R,
v(1l), v, p etE.

On calcule v par la méthode d’Euler appliquée a I’équation différentielle :

1+v)[v(x|=1]=2(1=2v)In|v(x)]

: VxE[xl,'l]
xl1=v)

vix)=

Et w par la méthode des trapezes puisque :

« Une deuxieme fonction nous permet d’en déduire les composantes
non nulles du tenseur des contraintes o



« Une troisieme fonction calcule les composantes non nulles du
tenseur d’Almansi-Euler

« Notre derniere fonction permet de tracer le déplacement radiale
f(R,t) qu’on déduit de v et w

Nous avons ensuite fait tourner ces fonctions avec les parametres
suivant :




Sigmarr en bleu

Sigmafifi et sigmatetateta en rouge
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Err en bleu

Efifi Etetateta en rouge
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f(R,t) en bleu

y=x en vert



Annexe

Calculde vetw

function [calc,x,v,w]=calcul (npas,R0,R,vl,nu,p,E)
x1=R0O/R;
pas=(1-x1) /npas;
% on met en premiere ligne de la matrice le numéro du point considéré
for i=l:npas+l;
calc(l,i)=1i;
end
% on met en deuxieme ligne de la matrice la valeur de x
for i=l:npas+l;
calc(2,1)=x1+(i-1) *pas;
end
fin=false;
while (fin==false)
calc (3,npas+l)=vl;

o\

on calcul les différentes valeurs de v a 1l'aide d'un schéma d'euler
implicite. On met ces valeurs dans la troisieme mogne de la matrice
de calcul

for j=0: (npas-1)

o\

o

calc(3,npas-j)=calc(3,npas-j+1)-pas* ((1l+nu)* (calc(3,npas-j+1)-1)+2* (1-2*nu)
*log(calc(3,npas-j+1)))/ ((1-nu)*calc(2,npas-j+1));
end
calc(4,1)=0;
calc(5,1)=exp(calc(4,1));

o\

on calcul les valeurs de ln(w(x)) selon le schéma d'intégration du
% trapeze et on les met dans la quatrieme ligne de la matrice de calcul
for k=2: (npas+l)

calc(4,k)=calc(4,k-1)+0.5*pas* ((calc(3,k-1)-1)/
(calc(2,k-1)*calc(3,k-1))+(calc(3,k)-1)/(calc(2,k)*(calc(3,k))));

o

on calcul les valeurs de w(x) qu'on met dans la cinqguieme ligne de la
matrice

calc (5,k)=exp(calc(4,k));

end

o

oe

on définit deux valeurs aux et auxl qui représentent le numérateur et le
dénominateur de 1'égalité donnée par v(l) et w(l) gque nous cherchons a

% vérifier pour valider 1l'approximation de v (1)

aux=exp ( (1+nu) * (1-2*nu) *p/E) ;
auxl=(calc(3,npas+l) "~ (1l-nu))/(calc(5,npas+l)” (l+nu));

oe

% on choisit un critére d'arrét pour une valeur de v (l) suffisamment proche
% de la réalité. Nous avons choisi une précision de 10" (-5).
if abs (auxl-aux)<10”(=5)

fin=true;

% si cette condition d'arrét n'est pas vérifiée, on calcule une nouvelle



% valeur de v (l) a partir de la derniere valeur de w(l) vérifiant 1'égalité

% recherchée

else vl=((calc(5,npas+1l) " (1+nu)) *aux)”~(1/(l-nu));
end

end

% on affiche x, v et w
x=calc (2, :)
v=calc (3, :)
w=calc (5, :)

end

calcul des composantes non nulles sigma

function [sigmar,sigmatheta,sigmafi]=calculsigma (x,v,w,E,nu,R0)
for i=1l:length (x)
r(l,1)=R0/x(1,1);

end;
sigmar=(E/ ((1+nu)* (1-2*nu))) * ( (1+nu) *log (w) - (1-nu) *log (v) ) ;
sigmatheta=(E/ ((14+nu) * (1-2*nu) ) ) * ((1+nu) *1log (w) -nu*log (v)) ;

sigmafi=sigmatheta;
plot(r,sigmar, "blue',r,sigmatheta, 'red');

calcul des composantes non nulles de E

function [Er,Etheta,Efi]=calculeuler (x,v,w,R0)

for i=l:length (x)
r(l,i)=R0/x(1,1i);
Er(l,i)=(w(l,i)"2-v(1,1)"2)/(2*w(1l,1)"2);
Etheta(l,i)=(w(l,1)"2-1)/(2*w(1,1)"2);
Efi=Etheta;

end;

plot(r,Er, 'blue',r,Etheta, 'red');

tracé de f(R,t)

function fr=calculfr (x,w,R0)

for i=1l:length (x)
fr(l,i)=RO*w(1l,1i)/x(1,1i);
r(l,i)=R0/x(1,1);

end;

plot(xr, fr,r,r)









