'ALCUL SCIENTIFIQUE

Test n'2 : durée 2 heures

Jeudi 3 mai 2012

Les documents et les appareils électronigues ne sont pas antorisés, Tout
résultat non démontréd ne sera pas pris en comple lors de la correction.

PREAMBULE

Soient (zg, X, m, H) € R avee 2y < X, D < H, J € C%|zp, X] » R) une fonetion
L-lipachitzienne par rapport & son denxidme argument et le probléme de Cauchy

Vi) = flrpls)) xE |, X]

WlTgl =t

On considére le schéma numérique & un pas sssocié A une fonction @ définie pour
tomt {z, 0 h) € lop, X = R = [0, H]
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On rappelle que si [ est deux fois continuement dérivable dans [xg, X] o« B et s1d,
ok &b
O
ith [V _ ;
all moins d 'ordre 2 5 et senlement s

existent el sont continues dans |2y, X| = R = |, H] alors le schima (2] est
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EXERCICE

Soienit (o, @) € RY et & une fonetion définde pour tout [z, ¥, i} € 2y, X] xR x [0, H]
par la formile

Plr.y bl =aflz.yl+ 08 z+hy+hfle+hu+hflz ) (5)

Claelle relation doit lier o et J pour que e schéma associé & (5) solt consistant 7
Si cette relation est vorifiee démontrer gqoe ce schéma est convergent
Déterminer o of @ pour que ce schéma soit an moing d'ordree 2.

Un condidére le cas partionlier [{3y f=xy. Montrer que &{x; g. A) estoun polyndme
de degrir 4 on b dont on diterminera les coofficients en fonction de r ot v, En
diduire qu'en général le schéma associ® & (6) n'est pas d'ordre 3.

PROBLEME

U consicére fe schémas numérigue implicite & un pas survant

Le caleul de 5,4, & partir de =,
équation de la forme ;
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f ! (G
k] = - T é_.lrl:‘lrl-:u.l_hIT:.“:I'Ir."_'I'.':n_i_'I'_lrI-' -.'|-|:I=

Ty el it néceasite par conséquent la rfsolution d'une

/ !
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ol & est l'ineonnme et r, #, h sont trols paramétres

. ] - i " " .
On note g la fonetion définie par g{x, v, 5. h) = r4 - fle e}t = flath, r+hfx, s]).
Déterminer (L) tel que st 0 < & < H(L), Ia fonction & s gla, ¢4 k) admet un
umigue point fixe qo'on notera Gir, r, i)

En déduire "expresion du schémin (6) sous la forme =, = 2, + bz, 2, 0)
ot la fonction (e, h) — $lr oy, h) sera explicitée en fonction de &, g, &, [ et
{r, )

Montrer que la fonction (@ 4. ) = Gz, g, h) est continue ot quaelle est lipachit-
glemng par rapport @ son deuxiéme argument

Diéterminer pour b assez petit, une condition de Lipschitz portant sur la denxiéme
variable de la fonction @ et en déduire que e schiéma [6) est convergen

Montrer que le schéma est an moins d'ordre 2
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EXERCICE
1. Consistance

Om raprpedle {ehibordame oo conees ] guo e condition pécessaine e futlsamte poue gue s gehiima soit, consis-
Lt gl
Vi E e XYY E R B E g0 = fhey]

Le schivmna est Jdone comslstant. 50 ot seukement sl a4 0 = |

I Dang 1o oo dndil, dfe w0 = of (e ph + 302 0] = {e+ )Mz w)

2. Convergencs
Ui domelinbon sullisente de atabilind est quil exkspe e constinte ©F telle g

v E |og Xl Ve B, e e 1V e [0, 5 e woh)— Bz 2 h) | = Oy
U rappelie gue [ et L-lipschitzieone par rapport & sa desxitme wariable st done worifie

Yo e g, Xl vy e RoYe & IR o i) = flz.2)| = L=

e h)— iz, = b} = §|\|r|_.l'._|.l:' + Afie 4+ by hf e+ hp+nfinpiil
—afiz )~ gz 4+ ka4 bf(z 4+ bz 4+ hfiz2))) |
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On meprime wne fois ou tros fois e condition de Lipschita
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O en didudt [${o g b — Ole, 2, 800 = ol + AL+ L2H + L2 H ) g —=2| = Clu— 2
Le schéms b chiome stalile avie umes constanbe di seabifics O = (ol + |80 + |G LT H + LTE)
51 de plus, on suppose gue o+ 8 = |, le schéann est alors stable ef consistam done commergean




%, Ordre de convergencs

O ntiline Lo théoréme domné en prdambale

: : It Y ap b i o :

J dhiichmsse O parr fog, X | o B Oy T T meistont o sont comtioues dans g, X| = B = [0, 1]
it A

O i telvialement pour o+ 0w 1, ${x, 0,00 = fx, p) (condition che consistamer ],
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La mbthode n'est done pas O 'oedne 3 oo gimiral

. Détormination du tablean de Rumge-Kutiba correspondant [(hors Lest)
Ok elweredie s prioe] uue méthode axplicite & 3 Gtages $'exprimant. par le taehloin dhis Rinpe-Kuatts suivEnt

e | A i =

fa | @3 A

ey | oap dGgz A

=TT b s w =y + uaph 2 4 erho )+ vagh S (= + eol )
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D{x, y, h) =6 Fle + eoh,gh+ by flx + ophog+ag i (e + dh 1)

b bl 4 egby g+ aphf{e 4 eph,y) + gl f o+ egh, w0 + oy bl [+ el p) )]

par identificatiun, on obtient
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|||| =i |'-r. = [l {ry = {I | L &
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PROBLEME

1. Caleul de HiL)

Bi l'on trowve H(L) tel que poar b E]0 H{L)[; In fonction = «—s gl e, ) solt wse contrsction stricte
sur IR, on pourra sppliquer lo théordme de Pieard avee paramécres (B écant complet) pour conelure &
Pesdstemion d un uniguo poing fxe Gle, e b)) et 3 la continnité de b fonction (2, 9. 4) — Gle, g, A,

La fonction fétant continue, il en eésnlie que e fonctlon =« gz, e, 5, ) o5t aussi une fonetion contlnoe,
En exprimant deux fois lo condithon de Lipschite vérifiéo par §, on obtient

Ve & [z, X Wr e W, ¥h e [ H] Yo oe) e R o= I

; f
liple, Fyags oy — gl raomg, ) = E|_|'|_.r-|-.". 4+ bl ekl — Flin+ bor+hfir 50|

i
.-jf-l"+-'-_f'id..-s|l % i P ||
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—L|fxd5) = flza)] £ —— o —a]

: y =L Wi R, -

8l mm chodsit & tel que —— < | ocad & < H{L} = —— nloms par application du théorfme de Plosnd
avee parmrderes, ln fonction o — gle, v 4, h) admet on usbgue point fxe noté Glr, e b et L fonetion
(g, i) = G, i N est conthioe

2, Caleul da @z, p A

- el -
Paur eosistruction, &e, g b = gle, p Gle, w0 =5+ =l uy+ E__Irll.J + 1+ _Irl:.l.l:ll'.J'-_I_l.llllJII

T4 biant solotlon poor & < B L) de Péguatbon 505 = gl 8 20- Sne i 1y
241 9 Parit sous I formse
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1 b= i
aver Mz, b= = flz g+ =flz 4 g+ A f iz, Gle g, b))

3. Etnde de la fonetion (g, k) — O, 0 b

Contirmgité 1 Lis eontiowitd do b femction [z, 00 = Gle, g0 a 660 craltde & la guestlon |

Co résuliad peut awssl se démontrer directement (el facilement ) sans utiliser le théorime du poing fixe de
Pleard aver paragmttees (solution donnis en annexe)

Condichn de Liphachice @ En exprimant deex fods la conditlon de Lipschite verifids par f, on obtient
v lwp, X], Yhoe |y H avee B BULY, Yvom) € W= IR,

" o h h :
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; Hs
[Gle, = Gl W (1 - —5—) < (14 HL) s~ wl
HEL'.'
ob commg. | = ———— > {0 puisgue B < H{L)
[ i I+ HL
G g b = Gl b = Tlm — tal = Leglph — 1l
=
: y M - o 14 HL
Gl g ) el done: Lepglipebiteionne pir rappont & son deaxiéme angmments avee B : —ﬁi}-:
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4. Comvergence dn sehéma

7T £ |:|...1|.'i. Yhe {LH|, avee H < H[L), ¥ith. ) € H =W

.l.\.'

= S TR N R T R T R

FIE TR ,’[r B IR L P T .'r;-Z'} Flzina) _HrJ'-i-.i- i +J'-'J'f.-'.f1"'.'.,'.l.-.'lf'|.:||

L
< =l — el + -_-i||,-.. + h i bt wi el = hf{w, G, vie R

< Ll = wal + h#!l’:'lj..l“.n'll -i:'l_.".;.l;-.l'll!

ree H L i
< Llgni—tal + T!...-!r;- | = Lasfti — gl

Pour hoe [, W] wvec B < HUEY, ba fonction 80,y 0] esi Lp-lipehitgisnne par ranport b son deosidme
HL?
arpument. wese Lg = L 4 = Lo linubde de diépelopper, pux de forme somple )
Ui e comcline guus e srlsdmii (6) est stable en dpplication do thiordme (doju-fnonck & la guestion 2
emericdest) assnrant une condition saffisente de stablit,
i 1 ] PRl
B nutre: part, $0r 0.0 =flmp) + =l o), T wehémn esl, dong eonsireant (ef NS de

COTSHE REen fporiebe i i question 2 do Pexercice), Etan consistant ot stablo, oo schérma est convergeni

5. Ordre do sehdma .

Lar sbiirna c=et ) poiadins ] oedre 1 (el la condition de comnsistance ), Momtroms go'il est oo ooogos o ‘o
e o

Foen uthlismnt e thiorme donnd en pefambule, Pour cela, oo sdmscirs goe Fi CxiHte ot ost Contime
i

E : o .
(résaltnd fgsu du ctheortme des fonctiones implicites), Abork —— existe el 851 coptlnge
1l
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et wekbanpy eladin est ot oo maoing G ordra 2.




