
Méthodes	
  Statistiques	
  pour	
  l’Ingénieur	
  (MSI)	
  

Durée	
  :	
  2	
  heures	
  
	
  

	
  

Documents	
   autorisés	
  :	
   calculatrice,	
   feuille	
   A4	
   manuscrite	
   recto/verso.	
   Les	
   exercices	
   sont	
  

indépendants.	
  

	
  

	
  

Exercice	
  1	
  (5	
  points)	
  	
  
	
  

Les	
  réponses	
  sont	
  à	
  renseigner	
  sur	
  la	
  feuille	
  jointe	
  au	
  sujet	
  et	
  à	
  remettre	
  dans	
  la	
  copie.	
  	
  

	
  

Plusieurs	
   réponses	
   peuvent	
   être	
   vraies	
   pour	
   chaque	
   question.	
   Une	
   question	
   est	
   dite	
   juste	
   si	
   et	
  

seulement	
  si	
  toutes	
  les	
  affirmations	
  vraies	
  sont	
  cochées	
  et	
  aucune	
  affirmation	
  fausse	
  n'est	
  cochée.	
  	
  

• 1	
  question	
  juste	
  :	
  +1/2	
  de	
  points	
  

• 1	
  question	
  fausse	
  :	
  -­‐1/2	
  de	
  points	
  

• 1	
  question	
  sans	
  réponse	
  :	
  0	
  point	
  

Exemples	
  :	
  	
  

• 8	
  questions	
  justes	
  et	
  2	
  sans	
  réponse	
  =	
  4	
  points	
  

• 10	
  questions	
  justes	
  =	
  5	
  points	
  

• 5	
  questions	
  justes,	
  5	
  questions	
  fausses	
  =	
  	
  0	
  points	
  

	
  

Question	
  1	
  :	
  	
  

	
  

A.	
  La	
  médiane	
  est	
  un	
  quantile.	
  

B.	
  L'écart-­‐type	
  est	
  la	
  racine	
  carrée	
  de	
  la	
  variance.	
  

C.	
  La	
  médiane	
  est	
  sensible	
  aux	
  valeurs	
  extrêmes.	
  

D.	
  La	
  médiane	
  est	
  un	
  indicateur	
  de	
  dispersion.	
  

E.	
  Aucune	
  de	
  ces	
  affirmations	
  n'est	
  vraie.	
  

	
  

Question	
  2	
  :	
  	
  

	
  

Les	
   services	
   de	
   la	
   Poste	
   ont	
   effectué	
   une	
   enquête	
   sur	
   la	
   durée	
   en	
   jours,	
   pour	
   qu'un	
   colis	
   soit	
  

remis	
  à	
  son	
  destinataire	
  à	
  partir	
  du	
  jour	
  de	
  dépôt.	
  Ces	
  résultats	
  sont	
  résumés	
  dans	
  le	
  tableau	
  ci-­‐

dessous.	
  

	
  

Nombre	
  de	
  jours	
   1	
   2	
   3	
   4	
   6	
   7	
   8	
   10	
   11	
   12	
  

Nombre	
  de	
  colis	
   106	
   158	
   195	
   96	
   55	
   38	
   62	
   14	
   76	
   50	
  

Le	
  nombre	
  total	
  de	
  colis	
  est	
  850.	
  La	
  moyenne	
  du	
  nombre	
  de	
  jours	
  pour	
  qu'un	
  colis	
  soit	
  remis	
  à	
  

son	
  destinataire	
  à	
  partir	
  du	
  jour	
  de	
  dépôt	
  est	
  de	
  4,78.	
  

	
  

A.	
  Le	
  mode	
  de	
  la	
  série	
  est	
  195.	
  

B.	
  Le	
  mode	
  de	
  la	
  série	
  est	
  3.	
  

C.	
  Le	
  mode	
  de	
  la	
  série	
  est	
  2,5.	
  

D.	
  La	
  médiane	
  est	
  2.	
  

E.	
  Aucune	
  de	
  ces	
  affirmations	
  n'est	
  vraie.	
  

	
  

	
  



Question	
  3	
  :	
  

	
  

A.	
  L'état	
  civil	
  (marié,	
  célibataire,	
  concubin,	
  divorcé,	
  veuf)	
  est	
  une	
  variable	
  qualitative	
  ordinale.	
  

B.	
  L’état	
  civil	
  (marié,	
  célibataire,	
  concubin,	
  divorcé,	
  veuf)	
  est	
  une	
  variable	
  qualitative	
  cardinale.	
  

C.	
   Le	
   niveau	
  d'études	
   de	
   votre	
   père	
   (primaire,	
   secondaire,	
   premier	
   cycle	
   sup,	
   2ème	
   cycle	
   sup,	
  

etc.)	
  est	
  une	
  variable	
  cardinale.	
  

D.	
   Le	
  niveau	
  d'études	
  de	
   votre	
  père	
   (primaire,	
   secondaire,	
   premier	
   cycle	
   sup,	
   2ème	
   cycle	
   sup,	
  

etc.)	
  est	
  une	
  variable	
  ordinale.	
  

E.	
  Aucune	
  de	
  ces	
  réponses	
  n'est	
  vraie.	
  

	
  

Question	
  4	
  :	
  	
  

	
  

A	
  Le	
  code	
  postal	
  du	
  lieu	
  d'habitation	
  est	
  une	
  variable	
  quantitative.	
  

B	
  La	
  durée	
  de	
  vie	
  en	
  jours	
  d'un	
  ordinateur	
  est	
  une	
  variable	
  qualitative	
  ordinale.	
  

C	
  Les	
  variables	
  qualitatives	
  nominales	
  existent.	
  

D	
  Les	
  variables	
  qualitatives	
  binaires	
  existent.	
  

E	
  Aucune	
  de	
  ces	
  affirmations	
  n'est	
  vraie.	
  

	
  

Question	
  5	
  :	
  

	
  

A.	
  La	
  statistique	
  inférentielle	
  est	
  un	
  domaine	
  de	
  la	
  statistique.	
  

B.	
  La	
  statistique	
  référentielle	
  est	
  un	
  domaine	
  de	
  la	
  statistique.	
  

C.	
  La	
  statistique	
  fréquentielle	
  est	
  un	
  domaine	
  de	
  la	
  statistique.	
  

D.	
  Le	
  mot	
  statistique	
  vient	
  du	
  latin	
  status,	
  qui	
  signifie	
  Etat.	
  

E.	
  Aucune	
  de	
  ces	
  affirmations	
  n'est	
  vraie.	
  

	
  

Question	
  6	
  :	
  

	
  

A.	
  Dans	
  un	
  échantillonnage	
  stratifié,	
  les	
  strates	
  sont	
  obligatoirement	
  sans	
  individu	
  en	
  commun.	
  

B.	
  Des	
  méthodes	
  d'enquêtes	
  non	
  aléatoires	
  sont	
  souvent	
  utilisées	
  dans	
  les	
  sondages	
  politiques.	
  

C.	
  L'échantillonnage	
  par	
  grappe	
  nécessite	
  d'avoir	
  une	
  liste	
  de	
  l'ensemble	
  de	
  la	
  population.	
  

D.	
  L'échantillonnage	
  systématique	
  nécessite	
  d'avoir	
  une	
  liste	
  de	
  l'ensemble	
  de	
  la	
  population.	
  

E.	
  Aucune	
  de	
  ces	
  réponses	
  n'est	
  vraie.	
  

	
  

Question	
  7	
  :	
  

	
  

Des	
  douaniers	
  font	
  des	
  contrôles	
  sur	
  les	
  véhicules	
  qui	
  leur	
  paraissent	
  suspects.	
  	
  

A.	
  La	
  méthode	
  d'échantillonnage	
  est	
  une	
  méthode	
  aléatoire	
  simple.	
  

B.	
  La	
  méthode	
  d'échantillonnage	
  est	
  une	
  méthode	
  d'échantillonnage	
  stratifié.	
  	
  

C.	
  La	
  méthode	
  d'échantillonnage	
  est	
  une	
  méthode	
  aléatoire	
  systématique.	
  

D.	
  La	
  méthode	
  d'échantillonnage	
  est	
  une	
  méthode	
  des	
  quotas.	
  

E.	
  Aucune	
  de	
  ces	
  affirmations	
  n'est	
  vraie.	
  

	
  

Question	
  8	
  :	
  

	
  

Pour	
   mesurer	
   le	
   temps	
   passé	
   par	
   les	
   clients	
   dans	
   son	
   magasin,	
   un	
   commerçant	
   donne	
   un	
  

chronomètre	
  à	
  un	
  client	
  sur	
  dix,	
  dans	
  l'ordre	
  d'entrée	
  au	
  magasin.	
  	
  

A.	
  La	
  méthode	
  d'échantillonnage	
  est	
  une	
  méthode	
  aléatoire	
  simple.	
  

B.	
  La	
  méthode	
  d'échantillonnage	
  est	
  une	
  méthode	
  d'échantillonnage	
  stratifié.	
  	
  

C.	
  La	
  méthode	
  d'échantillonnage	
  est	
  une	
  méthode	
  aléatoire	
  systématique.	
  



D.	
  La	
  méthode	
  d'échantillonnage	
  est	
  une	
  méthode	
  des	
  quotas.	
  

E.	
  Aucune	
  de	
  ces	
  affirmations	
  n'est	
  vraie.	
  

	
  

	
  

Question	
  9	
  :	
  

	
  

Pour	
  une	
  enquête	
  sur	
  des	
  élèves	
  de	
  troisième	
  du	
  département	
  du	
  Rhône,	
  on	
  tire	
  au	
  hasard	
  un	
  

collège	
  sur	
  10	
  du	
  département	
  et	
  on	
  interroge	
  tous	
  les	
  élèves	
  des	
  collèges	
  ainsi	
  sélectionnés.	
  	
  

A.	
  La	
  méthode	
  d'échantillonnage	
  est	
  une	
  méthode	
  aléatoire	
  simple.	
  

B.	
  La	
  méthode	
  d'échantillonnage	
  est	
  une	
  méthode	
  d'échantillonnage	
  stratifié.	
  	
  

C.	
  La	
  méthode	
  d'échantillonnage	
  est	
  une	
  méthode	
  aléatoire	
  par	
  grappe.	
  

D.	
  La	
  méthode	
  d'échantillonnage	
  est	
  une	
  méthode	
  d'échantillonnage	
  à	
  plusieurs	
  degrés.	
  

E.	
  Aucune	
  de	
  ces	
  affirmations	
  n'est	
  vraie.	
  

	
  

Question	
  10	
  :	
  

	
  

A.	
  Un	
  échantillon	
  aléatoire	
  de	
  1	
  000	
  Luxembourgeois	
  est	
  aussi	
  représentatif	
  des	
  Luxembourgeois	
  

qu'un	
  échantillon	
  aléatoire	
  de	
  1	
  000	
  Chinois	
  l'est	
  des	
  Chinois.	
  	
  

B.	
  Il	
  existe	
  des	
  méthodes	
  d'échantillonnage	
  non	
  aléatoires	
  utilisées	
  en	
  statistique.	
  

C.	
  Doubler	
  la	
  taille	
  de	
  l'échantillon	
  permet	
  de	
  réduire	
  de	
  moitié	
  les	
  fluctuations.	
  

D.	
  A	
   taille	
  égale,	
   les	
   résultats	
  des	
  échantillons	
  pris	
  dans	
  une	
  population	
  plus	
  homogène	
  seront	
  

plus	
  sujets	
  aux	
  fluctuations	
  d'échantillonnage.	
  

E.	
  Aucune	
  de	
  ces	
  affirmations	
  n'est	
  vraie.	
  	
  

	
  



EXERCICE	
  1	
  
NOM	
  :	
  	
  

Prénom	
  :	
  

Groupe	
  :	
  	
  
	
  

Les	
  réponses	
  sont	
  à	
  renseigner	
  dans	
  la	
  feuille	
  jointe	
  exclusivement	
  :	
  	
  

Mettre	
  une	
  croix	
  quand	
  l'affirmation	
  est	
  vraie.	
  	
  

	
  

N° de question 

A B C D E 

1  

     

2 

     

3 

     

4 

     

5 

     

6 

     

7 

     

8 

     

9 

     

10 

     

	
  

	
  

Cadre	
  réservé	
  au	
  correcteur	
  

	
  

Nombre	
  de	
  questions	
  justes	
  =	
  

Nombre	
  de	
  questions	
  fausses	
  =	
  

Nombre	
  de	
  questions	
  sans	
  réponse	
  =	
  	
  

	
  

d'où	
  la	
  note	
  sur	
  5	
  points	
  :	
  	
  

	
  

	
  



	
  

Exercice	
  2	
  (3	
  points)	
  

	
  

On	
   considère	
   deux	
   échantillons	
   𝑋!,… ,𝑋! 	
  et	
   𝑌!,… ,𝑌! 	
  identiquement	
   et	
   indépendamment	
  

distribués	
   (i.i.d)	
  de	
  variables	
  aléatoires	
  parentes	
  𝑋~  𝑁(𝑚!,𝜎
!)	
  et	
  𝑌~  𝑁(𝑚!,𝜎

!).	
  On	
  suppose	
  que	
  

la	
  variance	
  𝜎!	
  est	
  connue.	
  	
  

	
  

1. Donner	
  la	
  distribution	
  des	
  statistiques	
  𝑋	
  et	
  𝑌	
  (0.5	
  point).	
  

	
  

2. Montrer	
  que	
  𝑇 = 𝑋 −   𝑌	
  est	
  un	
  estimateur	
  sans	
  biais	
  de	
  𝑚! −𝑚!	
  et	
  calculer	
  sa	
  variance	
  (1	
  

point).	
  

	
  

3. En	
  	
  déduire	
  la	
  distribution	
  de	
  T	
  et	
  une	
  fonction	
  pivotale	
  du	
  paramètre	
  𝑚! −𝑚!	
  (c’est-­‐à-­‐dire	
  la	
  

fonction	
  obtenue	
  en	
  centrant	
  et	
  réduisant	
  T).	
  (1	
  point)	
  

	
  

4. Déterminer	
  un	
  intervalle	
  de	
  confiance	
  pour	
  le	
  paramètre	
  𝑚! −𝑚!	
  au	
  niveau	
  de	
  confiance	
  

1− 𝛼=	
  0.95	
  (0.5	
  point).	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

Exercice	
  3	
  (4	
  points)	
  

	
  

L’intensité	
  lumineuse	
  d’une	
  lampe	
  de	
  100	
  watts	
  est	
  une	
  variable	
  aléatoire	
  distribuée	
  selon	
  une	
  

loi	
  normale	
  avec	
  un	
  écart-­‐type	
  σ	
  de	
  80	
  lumens	
  (unité	
  internationale	
  de	
  la	
  puissance	
  lumineuse).	
  

Pour	
  un	
  fabricant,	
  on	
  considère	
  que	
  la	
  population	
  des	
  lampes	
  produites	
  doit	
  avoir	
  une	
  intensité	
  

lumineuse	
  d’au	
  moins	
  1400	
  lumens.	
  Si	
  cette	
  norme	
  n’est	
  pas	
  respectée,	
  la	
  production	
  est	
  mise	
  au	
  

rebus.	
  

	
  

1. On	
  prélève	
  un	
  échantillon	
  E1	
  de	
  65	
  lampes.	
  L’intensité	
  lumineuse	
  moyenne	
  de	
  cet	
  échantillon	
  

est	
   de	
   m=1385.	
   En	
   prenant	
   soin	
   de	
   poser	
   les	
   hypothèses	
   de	
   test,	
   déterminer	
   la	
   valeur	
  

moyenne	
  de	
  luminosité	
  	
  qui	
  définit	
  la	
  zone	
  de	
  rejet	
  pour	
  un	
  test	
  de	
  niveau	
  5%.	
  Peut-­‐on	
  alors	
  

conclure	
   à	
   partir	
   de	
   l’échantillon	
   E1,	
   que	
   la	
   production	
   satisfait	
   la	
   norme	
   de	
   qualité	
  	
   (1,5	
  

points)	
  ?	
  

	
  

2. Si	
  en	
  réalité	
  l’intensité	
  lumineuse	
  moyenne	
  est	
  de	
  1380	
  lumens,	
  quelle	
  est	
  la	
  puissance	
  de	
  ce	
  

test	
  (1,5	
  points)	
  ?	
  

	
  

3. On	
   consent	
  de	
   rejeter	
  un	
   lot	
   de	
   cette	
  qualité	
   (c’est-­‐à-­‐dire	
  1400	
   lumens)	
  1	
   fois	
   sur	
  100.	
  De	
  

plus,	
  on	
  veut	
  rejeter	
  90	
  fois	
  sur	
  100	
  un	
  lot	
  dont	
  la	
  moyenne	
  est	
  de	
  1370	
  lumens.	
  Déterminer	
  

la	
  taille	
  de	
  l’échantillon	
  à	
  prélever	
  (1	
  point).	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  



	
  

	
  

Exercice	
  4	
  (4	
  points)	
  

	
  

Dans	
   une	
   école	
   primaire,	
   tous	
   les	
   élèves	
   ont	
   passé	
   un	
   test	
   d’orthographe.	
   	
   Il	
   s’agissait	
   d’une	
  

courte	
  dictée,	
  la	
  même	
  pour	
  tous.	
  On	
  note	
  pour	
  chaque	
  élève	
  le	
  nombre	
  de	
  fautes	
  d’orthographes	
  

et	
  la	
  taille	
  des	
  pieds,	
  c’est-­‐à-­‐dire	
  la	
  pointure.	
   	
  Les	
  résultats	
  de	
  cette	
  étude	
  sont	
  résumés	
  dans	
  le	
  

tableau	
  suivant	
  :	
  

	
  

	
  Nb	
  fautes	
   29	
   28	
   23	
   19	
   18	
   15	
   14	
   16	
   13	
   12	
   4	
   5	
   2	
  

Pointure	
   26	
   27	
   28	
   29	
   30	
   31	
   32	
   33	
   34	
   35	
   36	
   37	
   38	
  

	
  

1.	
  Tracez	
  le	
  graphique	
  représentant	
  le	
  nuage	
  de	
  points	
  	
  des	
  fautes	
  d’orthographes	
  en	
  fonction	
  de	
  	
  

la	
   pointure	
   des	
   élèves,	
   placez	
   le	
   point	
  moyen.	
   	
   Calculez	
   les	
   estimations	
   des	
   coefficients	
   de	
   la	
  

droite	
  de	
   régression	
  associée.	
  Tracez	
   la	
  droite	
   sur	
   le	
  nuage	
  de	
  points.	
  Comment	
   interpréter	
   la	
  

constante	
  	
  du	
  modèle?	
  Et	
  la	
  pente	
  (2	
  pts)	
  ?	
  

	
  

2.	
  Quelles	
  conditions	
  doivent	
  être	
  réunies	
  pour	
  qu’un	
  coefficient	
  de	
  corrélation	
  et	
  la	
  pente	
  de	
  la	
  

droite	
   de	
   régression	
   associée	
   aient	
   la	
   même	
   valeur	
  ?	
   Calculez	
   	
   la	
   valeur	
   du	
   coefficient	
   de	
  

corrélation	
  linéaire	
  entre	
  nombre	
  de	
  fautes	
  et	
  pointure	
  (1pt).	
  

	
  

3.	
  Que	
  peut-­‐on	
  dire	
  du	
  lien	
  entre	
  corrélation	
  et	
  causalité	
  ?	
  Justifiez	
  à	
  partir	
  de	
  l’exemple	
  (1	
  pt).	
  

	
  

	
  

Exercice	
  5	
  (4	
  points)	
  
	
  

Soit	
  la	
  variable	
  aléatoire	
  X	
  de	
  densité	
  

	
  

𝑓 𝑥 =   
𝜆
!

6
𝑥
!
𝑒
!!"

  1 !,!! (𝑥)	
  

	
  

avec	
  𝜆 > 0.	
  On	
  dispose	
  d’un	
  échantillon	
  i.i.d	
  	
   𝑋!,… ,𝑋! 	
  de	
  variable	
  aléatoire	
  parente	
  X.	
  

	
  

1. Donner	
  l’estimateur	
  du	
  maximum	
  de	
  vraisemblance	
  du	
  paramètre	
  𝜆	
  (1	
  point).	
  

	
  

2. Calculer	
  l’information	
  de	
  Fisher	
  et	
  la	
  borne	
  de	
  Cramer-­‐Rao.	
  En	
  déduire	
  une	
  loi	
  approchée	
  pour	
  

l’estimateur	
  du	
  maximum	
  de	
  vraisemblance	
  (1	
  point).	
  

	
  

3. Expliquer	
  de	
  façon	
  générale	
  le	
  lien	
  entre	
  les	
  notions	
  précédentes	
  et	
  le	
  concept	
  d’efficacité	
  d’un	
  

estimateur.	
   Comment	
   interviennent	
   les	
   statistiques	
   exhaustives	
   dans	
   ce	
   cadre	
   théorique	
  (2	
  

points)	
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Exercice 1 : QCM

Pour réussir cet exercice, il fallait maïtriser deux chapitres du cours. Tout
d’abord le cours 1 et le TD1 sur les statistiques descriptives pour les questions 1
à 5. Des fichiers pdf intitulés "SEANCE1 intro" et "TD1 stats des" vous avaient
été transmis. En ce qui concerne les questions 6 à 10, il s’agit de la deuxième
moitié du premier cours donné en amphi sur les méthodes d’échantillonnage. Un
fichier pdf nommé "SEANCE1 ECHANTILLONNAGE" a été envoyé à toute
la promotion tandis que les deux premiers exercices du TD2 ont exactement le
même contenu que ces questions du QCM. Si des difficultés persistent, revoir
le TD2. La notation finale a été beaucoup plus généreuse que celle annoncée.
Certaines réponses différentes que celles présentes dans le tableau mais bien ex-
pliquées ont été récompensées.

Référence complémentaire : Ardilly, P. (2006). Les techniques de sondage.
Editions Technip.

A B C D E
Q1 X X
Q2 X
Q3 X
Q4 X X
Q5 X X
Q6 X X X
Q7 X
Q8 X
Q9 X
Q10 X X

Table 1 – Correction du QCM

1
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Exercice 2

Exercice très classique de rappel du cours de proba de 1A. Revoir les rappels
de proba du premier cours et le chapitre sur les intervalles de confiance.

1)Nous avons classiquement X̄ qui suit une loi normale N(m1,
σ2

n
) et Ȳ ∼

N(m2,
σ2

q
).

2) Linéarité de l’espérance.

E[X̄ − Ȳ ] = E[X̄]− E[Ȳ ] = m1 −m2. (1)

Comme X̄ et Ȳ sont indépendantes, nous avons

V ar[X̄ − Ȳ ] = V ar[X̄] + V ar[Ȳ ] = σ2(
1

n
+

1

q
). (2)

3) On centre et on réduit pour obtenir la fonction pivotale
(

T − (m1 −m2)
)

(

σ ∗
√

1

n
+ 1

q

)

, (3)

qui suit une loi normale centrée-réduite N(0, 1).
4) Intervalle de confiance

T − 1.96 ∗ σ ∗

√

1

n
+

1

q
< m1 −m2 < T + 1.96 ∗ σ ∗

√

1

n
+

1

q
. (4)

Exercice 3

Exercice standard sur les test de type bac +3. Bien revoir chapitre sur les
tests pour maitriser les différentes facettes. Une recherche basique sur inter-
net sur les test d’hypothèses sur des lois normales vous mènera à un nombre
quasi infini de ressources. Je recommande particulièrement ce polycopié dont le
contenu est proche du cours prodigué ici :

http ://www-ljk.imag.fr/membres/Olivier.Gaudoin/PolyMSI.pdf

1) Test unilatéral
– (H0) m = 1400
– (H1) m < 1400

Sous H0. Zone rejet au seuil 0.05 :

−1.64 =
√
65 ∗

(X̄ − 1400)

80
. (5)

D’où X̄ = 1383.72 et zone de rejet : [0; 1383.72]. Comme x̄>1383.72 : non
rejet de H0, production de qualité.
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2) Sous H1 :

Z1 =
√
65 ∗

(1383, 72664− 1380)

80
= 0.375564, (6)

P (Z <= Z1) = 0, 6443.
Puissance de 64.4%.
Erreur de 2ème espèce : 35.6%.

3) On cherche n sachant α = 0.01, 1− β = 0.9. Sous H1, m = 1370.
Sous H0, on a la zone de rejet

−2.33 =
√
n ∗

(X̄ − 1400)

80
, (7)

donc X̄ = −2.33 ∗ 80√
n
+ 1400.

Sous H1 on a

z1 =
√
n ∗

(X̄ − 1370)

80
. (8)

P (Z <= z1) = 0.9, ce qui implique z1 = 1.28.
Donc 1.28 = −2.33 + 3/8 ∗

√
n Soit N >= 92, 67.

On en déduit que la taille requise pour l ?échantillon est N = 93.

Exercice 4

Application directe du chapitre sur la regression linéaire.

Référence complémentaire : Cornillon, P. A., Matzner-Løber, É. (Eds.).
(2006). Régression : théorie et applications. Springer.

1) Tracé des points et de la droite de regression :
Le nuage de points ainsi que la droite de regression montrent une liaison

linéaire entre le nombre de fautes et la pointure. Cette liaison est confirmée
par un coefficient de corrélation de Bravais Pearson d’une valeur de -0.96. Nous
avons donc une corrélation négative forte. Les coordonnées du point moyen sont
(32, 15.23).

2) Cette question triviale visait juste à faire prendre conscience de la diffe-
rence entre pente et coefficient de corrélation.

3) Equation de la droite des moindres carré : y∗ = α+ βx. Avec

β =
Σ(yi − ȳ)(xi − x̄)

Σ(xi − x̄)2
, (9)

et α = ȳ − βx̄.
D’après les calculs, on a α = 82.571 et β = −2.104
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Figure 1 – Nuage de points et droite de regression

4) Différence entre corrélation et causalité. La pointure n’explique bien sûr
pas le nombre de fautes. Il y a une variable de confusion : l ?âge et donc le niveau
(classe) des enfants.

Voilà pour info le code en R :
nbfautes=c(29,28,23,19,18,15,14,16,13,12,4,5,2) ;
pointure=c(26,27,28,29,30,31,32,33,34,35,36,37,38) ;
lm.D9=lm(nbfautes pointure) ;
summary(lm.D9) ;

Call : lm(formula = nbfautes pointure)
Residuals : Min 1Q Median 3Q Max -2.8132 -1.4396 -0.6044 1.9780 3.0824
Coefficients : Estimate Std. Error t value Pr(>|t|) (Intercept) 82.5714 5.2086

15.85 6.36e-09 *** pointure -2.1044 0.1617 -13.02 5.02e-08 *** — Signif. codes :
0 ?*** ? 0.001 ?** ? 0.01 ?* ? 0.05 ?. ? 0.1 ? ? 1

Residual standard error : 2.181 on 11 degrees of freedom Multiple R-squared :
0.939, Adjusted R-squared : 0.9335 F-statistic : 169.4 on 1 and 11 DF, p-value :
5.02e-08

Exercice 5

Exercice là encore standard sur l’estimation du maximum de vraisemblance.
Revoir les cours 2 et 3 en amphi. Comme annoncé en amphi, les questions 2
et 3 étaient plus sélectives. Je renvoie au livre de Gilbert Saporta pour plus
d’information.
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Référence complémentaire : Saporta, G. (2006). Probabilités, analyses des
données et statistiques. Editions Technip.
1) La fonction de vraisemblance s’écrit

L(x1, ..., xn;λ) = Πn
i=1

f(xi) = Σn
i=1

ln(f(xi)). (10)

On a la log-vraisemblance suivante :

lnL(x1, ..., xn;λ) = 4nln(λ)− λnx̄+Σiln(
x3

i

6
). (11)

Il suffit ensuite de développer l’expression de la log-vraisemblance comme suit :

∂lnL

∂λ
(x1, ..., xn;λ) =

4n

λ
− nx̄ (12)

puis de voir qu’elle s’annule pour

λ =
4

x̄
(13)

On vérifie bien que la dérivée seconde est négative (−4n
λ2 < 0) et on en déduit

que l’estimateur du maximum de vraisemblance de λ est

λ̂ =
4

X̄
. (14)

2) Le support de densité ne dépend pas du paramètre λ. On obtient l’infor-
mation de Fisher directement à partir de la dérivée seconde et on a

E
[∂2lnL

∂λ2
(X1, ..., Xn;λ)

]

= −
4n

λ2
, (15)

Soit

In(λ) =
4n

λ2
. (16)

La borne de Cramer-Rao est l’inverse de l’information de Fisher. On a approxi-
mativement la loi approchée

λ̂ ∼ N(λ,
λ2

4n
). (17)

3) Voir cours en amphi ou le livre de Saporta.


