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Chapitre 2

Conditionnement et Indépendance

1 Probabilités conditionnelles

La notion de probabilité conditionnelle permet de prendre en compte le fait qu’une infor-
mation supplémentaire concernant 1’expérience modifie la vraisemblance que 1’on accorde a
I’évenement étudié. Par exemple, si on lance deux dés, la probabilité de I’évenement ’la somme
est supérieure ou égale a 10 vaut

— 1/6 sans information supplémentaire,

— 1/2 si I’on sait que le résultat d’un des dés est 6,

— 0 sil’on sait a priori que le résultat d’un des dés est 2.

1.1 Définition

Soit (€2, 7, P) un espace probabilisé et B un événement de .7 tel que P(B) > 0. Lappli-
cation notée P(.|B) de .7 dans [0, 1] qui a A € .7 associe P(A|B) avec

P(ANB)

P(AIB) =~

définit une probabilité sur 2, appelée probabilité conditionnelle sachant B.

Remarque

1. P(.|B) est bien une probabilité. En effet :
— onabien P(Q|B) =0et P(QB) = 1.
— Si (A,)n>1 est une suite d’évenements deux a deux incompatibles, il en est de méme
de la suite (B N A,,),>1. Alors, en utilisant la définition de P(.|B) et la o-additivité de

Pona
. (O An|B> _P(Bn(UL )

P(B)

soit encore
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2. Pet P(.|B) sont différentes sauf dans le cas trivial ou P(B) = 1.
3. SiP(A) >0et P(B) >0,0ona

P(A|B)P(B) = P(A B) = P(B|A)P(A).

Exemple 1

— Dans une famille qui comporte deux enfants, 1’un est une fille. On cherche la probabilité
que I'autre soit un garcon. On choisit 2 = {F'F, FG,GF, GG} ou par exemple F'G si-
gnifie que I’ainé des enfants est une fille et le second un garcon. Cet espace est muni de
la probabilité uniforme. On note
A = {un des enfants est un garcon} = { FG, GF, GG}
B ={un des enfants est une fille} = { F'F, FG,GF'}.

Card(B) 3 Card(AN B)

OnaP(B) =7 0@ ~ 1

La probabilté recherchée est donc :

Card(2)

_P(AnB) _1/2 2
PR =) “3a 3

— On suppose maintenant que 1’ainé des enfants est une fille. On veut alors connaitre la pro-

babilité pour que I’autre soit un garcon. En reprenant la démarche ci-dessus, on obtient
que cette probabilité vaut 1/2.

Exemple 2

— Parmi 10 pieces mécaniques, 4 sont défectueuses. On prend successivement deux pieces
au hasard dans le lot (sans remise). Quelle est la probabilité pour que les deux pieces
soient correctes.
On note A; I’événement la premiere piece est correcte et A, 1’événement la seconde
piece est correcte. Comme, au départ, il y a 6 pieces correctes sur 10, P(A;) = 6/10 =
3/5. Lorsque I’on a retiré une piéce correcte, il reste 5 pieces correctes sur 9. D’oul
P(A5]A;) =5/9. On conclut que la probabilité cherchée est

P(Al ﬂAQ) = P(A2|A1)P(A1) = X

1
3

Ne
ol W

— On peut retrouver ce résultat en munissant I’espace
() = {sous-ensembles comportant 2 pieces de I’ensemble des 10 pieces}
de la probabilité uniforme. L’ évenement dont on cherche la probabilité est
A = {sous-ensembles comportant 2 pieces de I’ensemble des 6 pieces correctes}.

On a alors c (A) e~ o
ard 6!812! 1
P(A) = == = 4121 — 3
Card(?) C7, 1014121 3

Exemple 3

— Une urne contient 90 boules noires, 9 boules blanches et 1 boule rouge. On tire une boule
au hasard : quelle est la probabilité qu’elle soit blanche ? La réponse est P(B) = 9/100

= —.Comme ANB = {FG, GF},P(ANB) = ———————= =

1

5.
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— On tire une boule au hasard : quelle est la probabilité qu’elle soit blanche, sachant que la
boule tirée n’est pas noire ? Si on note A I’évenement “’la boule tirée n’est pas noire ”, on a
donc P(A) = 1/10etlaréponseest P(B|A) = P(BNA)/P(A) = P(B)/P(A) =9/10.

Avec la formule suivante, on va maintenant voir que les probabilités conditionnelles four-
nissent une méthode générale pour calculer une probabilité d’intersection.

1.2 Formule des probabilités composées

Soit (Ag)1<k<n une suite finie d’événements tels que P(A; N...NA,_1) > 0,ona:
P(Mi<k<n) = P(A1)P(A2)A1)P(A3|A1 N Asg)........ P(A,JA1N...MA,_1).

Preuve. La démonstration se fait par récurrence. Si n = 2, la formule des probabilités com-
posées correspond a la définition de la probabilité conditionnelle. Supposons qu’elle soit vraie
pour n — 1, et soit B = A1 N Ay N ... N A, _;. D’apres la définition de la probabilité condi-
tionnelle, on a P(B N A,,)) = P(B)P(A,|B). En remplagant P(B) par sa valeur donnée par
I’hypothese de récurrence avec n — 1, on obtient la formule des probabilités composées pour n.

Exemple

Soit une urne contenant 6 boules blanches et 4 boules noires. On tire successivement au hasard
et sans remise 3 boules de 'urne. Quelle est la probabilité que la premiere boule tirée soit
blanche, la deuxieéme et la troisieéme noires ?

Pour 1 < i < 3, on note N; I’événement ” la iéme boule tirée est noire . On cherche P(N; N
N5 N N3). En appliquant la formule des probabilités composées et en supposant que tous les
tirages sont équiprobables, on obtient :

643 1

P(N; N NyN N3) = P(N;)P(Ny|N,)P(N3|N; N Ny) = 1058 = 1o

Les probabilités conditionnelles permettent aussi de calculer la probabilité d’un évenement
en conditionnant par tous les cas possibles.

1.3 Théoreme des probabilités totales

a) Systeme complet d’évenements

On appelle systeme complet d’évenements, toute suite finie ou infinie (A4,,),>; d’événements
deux a deux incompatibles tels que U,>1 A,, = (L.

b) Systeme presque complet d’éveénements

— On appelle systéme presque complet d’évenements, toute suite finie ou infinie (A4,,),>1
d’évenements deux a deux incompatibles tels que P(U,>14,) = > -, P(4,) = 1.
En particulier, un systéme complet d’événements est un systéme presque complet d’événements.
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— Soit (A,,),>1 un systéme presque complet d’événements alors pour tout événement B, on
aP(B)=),., P(A,NDB)

¢) Formule des probabilités totales

Soit (A,)n>1 un systeme presque complet d’évenements tels que P(A,) > 0 pour tout
n > 1, alors, pour tout événement 3, on a

P(B) = P(B|A,)P(A,).

n>1

En pratique, on utilise tres souvent cette formule des probabilités totales en conditionnant
successivement par un évenement et son contraire, c’est-a-dire en prenant tout simplement un
systeme d’éveénements de type (A, A), ce qui donne :

P(B) = P(B|A)P(A) + P(B|A)P(A).

Exemple : Urne de Polya
Ce type de tirage est issu de modeles médicaux de propagation des agents infectieux

Une urne contient 4 boules blanches et 6 boules noires. Une boule est tirée au hasard puis
on la replace dans I'urne ainsi que 3 autres boules de la méme couleur que celle-ci (de sorte
qu’il y a alors 13 boules dans I’urne). On tire alors une nouvelle boule au hasard dans 1’urne.

1. On s’intéresse a la probabilité que la seconde boule tirée soit blanche. Notons B; (respec-
tivement N;) I’évenement : "La boule tirée au i-eme tirage est blanche (respectivement
noire).” Le but est donc de calculer la probabilité P(Bs). On conditionne par ce qui s’est
passé au premier tirage, c’est le principe de la formule des probabilités totales qui donne :

7 4 4 6 2

2. Etant donné que la seconde boule tirée est blanche, quelle est la probabilité que la premiere

soit noire ?
P(BaNNy)  P(B3|Ny)P(Ny) 6
(N1 B2) P(Bs) P(B,) 13

3. Généralisation : on considere le méme procédé avec initialement 5B boules blanches, N
noires et un ajout de ¢ boules supplémentaires. En généralisant 1’équation obtenue a la
premiere question, la probabilité que la seconde boule tirée soit blanche est

P(By) — Btc B . B .. N _ B
" B+N+¢ B+N B+N+c B+N B+N
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1.4 Formule de Bayes

Soit (A,),>1 un systetme presque complet d’évenements tels que P(A,) > 0 pour tout
n > 1, et B un événement de probabilité non nulle, alors, pour tout k£ > 1,

_ P(BIAYP(AY
P = & P(BIA) (A

Remarque
Si I’on considere que les (Ay) sont une énumération des hypotheses possibles (évenements pro-
babales) suite a une expérience &, cette formule permet de connaitre 1’influence relative de ces
différentes hypotheses dans les réalisations d’un évenement 5. C’est pourquoi on appelle aussi
cette formule, formule des probabilités des causes.

Preuve. Par définition, P(Ax|B) = P(Ax N B)/P(B). 1 suffit alors d’appliquer la for-
mule des probabilités composées au numérateur et le théoreme des probabilités totales au
dénominateur pour obetenir le résultat.

Exemple 1

L’inspecteur chargé d’une enquéte criminelle est a un certain stade convaincu a 60% de la culpa-
bilité d’un suspect. Une nouvelle piece a conviction permet soudain d’affirmer que le criminel
est gaucher. Or 7% des individus dans la population sont gauchers. Comment I’inspecteur doit-
il réapprécier la culpabilité du suspect, s’il se trouve que le suspect est gaucher ?

On note C' : “suspect coupable”, I : “suspect innocent” et G : “suspect gaucher”. D’apres
I’énoncé, P(C) = 1 — P(I) = 0.6, P(G|C) = 1 et P(G|I) = 0.07. D’apres la formule
de Bayes, la probabilité pour que le suspect soit coupable sachant qu’il est gaucher est

P(GIC)P(C)

GIOPC) + PGIP@ P

P(C1G) = 5

Ainsi, si le suspect est gaucher, 1’inspecteur peut tabler sur sa culpabilité avec moins de 5% de
chances de se tromper.

Exemple 2
Deux opérateurs de saisie, A et B, entrent respectivement 100 et 200 tableaux sur informatique.
Les tableaux de A comportent des fautes dans 5,2% des cas et ceux de B dans 6,7% des cas.
On prend un tableau au hasard. Il comporte des fautes. Quelle est la probabilité pour que A se
soit occupé de ce tableau ? Soient les évéenements :
Ts : le tableau est entré par A”,
Tp = (T4) : ” le tableau est entré par B”,
F':” le tableau comporte des fautes”.

D’apres le théoreme de Bayes,

P(F|T4)P(Ty) 0.052 x 1/3

(F|TA)P(Ta) + P(F|T5)P(T) _ 0.052 x 1/3 + 0.067 x 2/3

P(T4|F) = P
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2 Indépendance

La notion d’indépendance intervient de facon constante en probabilités. Intuitivement, deux
évenements sont indépendants si la réalisation de I’'un ’n’a aucune influence” sur la réalisation
ou non de I’autre. Le but de cette section est de préciser ceci mathématiquement et de 1’étendre
a plus de deux évenements.

2.1 Indépendance de deux évenements

Soit (€2, .7, P) un espace probabailisé, deux évenements A et B de cet espace sont indépendants
si:
P(ANB)= P(A)P(B)
Remarque
— Cette notion est une notion liée au choix de la probabilité P et n’est pas une notion
ensembliste. Cela n’a en particulier rien a voir avec le fait que A et B soient disjoints
(incompatibles) ou non.

En effet, deux événements incompatibles sont indépendants si et seulement si I’'un d’eux
est presque impossible. En effet, soit A et B deux éveénements incompatibles. Alors

P(ANB) = P(A)P(B) <= 0= P(A)P(B) <= P(A) = 0ouP(B) = 0.

Rappel : Un événement A est dit presque certain si P(A) = 1 et presque impossible si

P(A)=0.
— Si P(A) > 0et P(B) > 0, alors
P(ANB)=P(A)P(B) < P(A|B)=P(A) < P(B|A) = P(B).
Exemple
— Une urne contient 12 boules numérotées de 1 a 12. On en tire une au hasard et on considere
les évenements :
A : tirage d’un nombre pair”, B : ’tirage d’un multiple de 3”.
L’ espace probabilisé qui s’ impose naturellement iciest 2 = {1, ..., 12} muni de I’équiprobabilité
P. Les événements A et B s’écrivent :

A={2,4,6,8,10,12}, B={3,6,9,12}, An B = {6,12}.

Dans ce cas, on a

P(AﬂB):%:

donc A et B sont indépendants.
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— Onrajoute maintenant dans I’urne une boule numérotée treize et on recommence I’expérience.
Les événements A et B restent les mémes, mais le modele a changé. On a maintenant
I’équiprobabilité P’ sur ' = {1, ..., 13} et

6 4 2
/ / /
P(A) = 3. P'(B) = o, P(ANB) = 1,

mais 6 4 24 2
PUAVP(B) = = x = — =2 4 =
(AP(B) = 15X 3= 165 7 13

donc A et B ne sont plus indépendants.
Propriété

Si A et B sont indépendants, alors il en va de méme pour :
— les évenements A et B ;
— les événements A et B ;
— les événements A et B ;

Preuve. Pour le premier résultat, on a :
P(ANB)=P(A\ (AN B)) = P(A) - P(ANB)
et on applique maintenant I’indépendance de A et B :
P(ANB) = P(A) — P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B)

ce qui prouve I’ind/’ependance de A et de B. On procéde de méme pour les autres items.

2.2 Indépendance deux a deux et indépendance mutuelle

Soit (A,)n>1 une suite d’éveénements. On dit qu’ils sont :

— 2 a2indépendants si pour tout couple (7, j) d’indices distincts, A; et A; sont indépendants,
— mutuellement indépendants si pour tout ensemble fini d’indices distincts (i1, ..., %), on
a

Cas particulier
Trois éveénements A, B, C' sont dits mutuellement indépendants lorsqu’ils vérifient les

quatre conditions :
P(ANB)= P(A)P(B)

(A)P(

P(BNC) = P(B)P(C)
P(CNA) = P(C)P(A)

P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C)
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Remarque

Il est clair que I’indépendance mutuelle implique 1’'indépendance 2 a 2. La réciproque
est fausse comme le montre I’exemple suivant : on lance un dé deux fois de suite. Soit A
I’événement : "Le premier lancer donne un nombre pair” et B I’événement : ”Le second lancer
donne un nombre pair”. L’univers naturel est Q2 = {(7,j),1 < i,j < 6}, ensemble a 36 éléments
muni de 1’équiprobabilité. Il est clair que P(A) = P(B) = 1/2etque P(ANB) = 1/4 =
P(A)P(B). Sionnote C': ”la somme des deux lancers est paire ”. On a donc P(C) = 1/2. On
vérifie que les évenements (A, B, C) sont 2 a 2 indépendants, mais que :

P(ANBAC) = P(ANB) = i £ P(A)P(B)P(C) = %

ce qui prouve que A, B et C' ne sont pas mutuellement indépendants.

2.3 Indépendance d’une suite d’évenements

Une suite infinie d’évenements est dite indépendante si toute sous-suite finie est formée
d’évenements mutuellement indépendants.

2.4 Schéma de Bernouilli. Indépendance et modele binomial

On considere une suite de n épreuves réalisées dans les mémes conditions expérimentales
et indépendantes. Par exemple tirages avec remise dans la méme urne, lancers successifs d’un
dé,... Il est alors raisonnable de supposer que les résultats de tout sous-ensemble fini d’épreuves
n’ont aucune influence sur ceux des autres épreuves.

Chaque épreuve a deux issues possibles appelés :

— ”succes” avec la probabilité p €]0, 1]

— 7échec” avec la probabilit¢ g =1 — p
Alors le nombre de succes au cours de ces n épreuves suit la loi binomiale de parametre n et p
(cf Chapl). En d’autres termes, la probabilité d’obtenir &k succes dans ce modele est

pr = CipF(1—p)"*.

En effet, par indépendance, toute séquence de n épreuves comportant k succes est de proba-
bilité p*(1 — p)"~*. Or, il y a exactement C* séquences deux a deux incompatibles de ce type,
d’ou le résultat.

Exemple

Soit n > 2. On s’intéresse aux différentes répartitions possibles des sexes des enfants dans
une famille ayant n enfants et on admet que toutes les répartitions sont /’equiprobabales. On
considere les évenements A : ’la famille a des enfants des deux sexes” et B : ”la famille a au plus
une fille”. Alors, il existe un unique n pour lequel les événements A et B sont ind/’ependants.
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En effet, ’ensemble des répartitions 2, est de cardinal 2" et il n’est pas difficile de voir que
Card(A) =2" —2,Card(B) =n+ letCard(AN B) = n.On aalors :

21— —1

P(A)P(B) = P(AN B) = ——.

, quantité qui est nulle si n = 3.
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Exercices

Exercice 1

Un nouveau vaccin a été testé sur 12500 personnes ; 75 d’entre elles, dont 35 femmes enceintes,
ont eu des réactions secondaires nécessitant une hospitalisation. Parmi les 12500 personnes
testées, 680 personnes sont des femmes enceintes.

1. Quelle est la probabilité pour une femme enceinte, d’avoir une réaction secondaire si elle
recoit un vaccin ?

2. Quelle est la probabilité pour une personne non enceinte, d’avoir une réaction secondaire ?

Exercice 2

1. On considere une urne contenant 4 boules blanches et 3 boules noires. On tire une a une
et sans remise 3 boules de ’urne. Quelle est la probabilité que la premiere boule tirée soit
blanche, la deuxieéme blanche et la troisieme noire ?

2. On vous donne 5 cartes au hasard d’un jeu de 52. Quelle est la probabilité que vous ayez
une couleur a Pique (i.e. 5 cartes de Pique) ? Quelle est la probabilité que vous ayez une
couleur ?

Exercice 3

Dans une usine, la machine A fabrique 60% des pieces, dont 2% sont défectueuses. La machine
B fabrique 30% des pieces, dont 3% sont défectueuses. La machine C' fabrique 10% des pieces,
dont 4% sont défectueuses.

1. On tire une piece au hasard dans la fabrication. Quelle est la probabilité qu’elle soit
défectueuse ?

2. On tire une piece au hasard dans la fabrication. Elle est défectueuse. Quelle est la pro-
babilité qu’elle ait été fabriquée par la machine A ? par la machine B ? par la machine C'?

Exercice 4

Dans une urne se trouvent n boules rouges et n boules blanches. On tire deux par deux, sans re-
mise, les boules jusqu’a vider I’'urne. Quelle est la probabilité que I’on tire une boule de chaque
couleur a chaque tirage ?

Exercice 5

Lors de la Coupe du Monde de football 2010, avant chacune des 7 rencontres de 1’équipe al-
lemande (3 matchs de poule, huitieme, quart, demi et ’petite finale”) ainsi qu’avant la finale
(Espagne contre Pays-Bas), Paul le Poulpe avait le choix entre 2 récipients contenant sa nour-
riture préférée, chacun a I’effigie de I’un des deux adversaires. Le pronostic correspondait au
choix du récipient ou I’animal allait se nourrir. Il se trouve que les 8 pronostics se sont avérés
exacts.

1. Quelle est la probabilité d’un pronostic correct pour un match de poule ? Et pour un match
avec élimination directe ?
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2. En déduire la probabilité qu’avait Paul le Poulpe de “tomber juste” sur I’ensemble des
rencontres ?

Indication : Pour un match de poule, le résultat peut étre victoire, défaite ou match nul. Le
poulpe ne peut pas pronostiquer un match nul.

Exercice 6

1. Une urne U; contient 2 boules rouges et 4 boules noires, une urne U, contient 4 boules
rouges et 2 boules noires. On tire aléatoirement (équiprobabilité) une boule dans 1’urne
U, ou Us et on sort une boule rouge. Quelle est la probabilité que la boule sorte de 1’urne
Uy ?

2. Méme question si la probabilité de tirer dans I'urne U, est « et si ’'urne U; contient une
proportion de p; boules rouges, I’urne U, une proportion de p, boules rouges.

Exercice 7

Un dépistage systématique concernant un éventuel trouble de I’audition est effectué a la nais-
sance. On sait que 2% des nouveaux-nés présentent des troubles de 1’audition. Ce dépistage
commence par un test donnant 95% de résultats positifs pour les nouveaux-nés atteints de ces
troubles et 6% de résultats positifs pour les bébés indemnes de ces troubles.

1. Quelle est la probabilité qu’un nouveau-né pris au hasard soit atteint de ces troubles sa-
chant que le test a donné un résultat positif ?

2. Quelle est la probabilité qu’un nouveau-né pris au hasard soit indemne de ces troubles
sachant que le test a donné un résultat négatif ?

Exercice 8

On jette deux dés (non pipés), I’un apres 1’autre. On note respectivement A, B et C' les événements :
”’le chiffre du premier dé est pair ”, "’le chiffre du deuxieme dé est pair” et ’les deux chiffres ont
méme parité”.

1. Montrer que les évenements A, B et C' sont deux a deux indépendants.

2. Montrer que A, B et C' ne sont pas mutuellement indépendants.

Exercice 9

Un fumeur décide d’arréter de fumer. On admet que s’il ne fume pas un jour donné, la probabi-
lité qu’il ne fume pas le lendemain vaut 0, 3. Par contre s’il fume un jour donné, la probabilité
de ne pas fumer le lendemain vaut 0,9. On note p,, la probabilité qu’il ne fume pas le nieme
jour.

1. Etablir une relation de récurrence entre p,, et p,, 1.

2. En déduire p, et lim p,.
n—oo

Exercice 10
On considere le circuit €lectrique ci-dessous. Chaque relais est en position ouverte ou fermée,
la probabilité qu’il soit ouvert étant indiquée sur la figure et les relais se comportant de facon
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11 A
Hy LI L%
.3 [N ] 1,4
I 1
(LR ]

totalement indépendante. Quelle est la probabilité que le courant passe, c’est-a-dire qu’il existe
au moins une branche sur laquelle tous les relais sont fermés ?



