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. Préparation a la résolution du
probleme

1. Présentation du probleme

On considére une poutre viscoélastique, de module d’élasticité E>0, de coefficient

v e [0

i
de Poisson 7] et de viscosité 7 € (B U {+=]} Elle posséde une longueur I(t) et

une section rectangulaire s(t). Cette poutre est en liaison encastrement sur sa
section gauche et on la soumet a un effort de traction simple selon la direction
horizontale de sa fibre moyenne.

On se propose d’étudier sa déformée longitudinale, i.e. de trouver I(t), en fonction
de la force appliquée puis, a Pinverse, de trouver la force soumise a la poutre
connaissant la déformée longitudinale selon deux comportements de la poutre :
hypoélastique (7 = T%°) et viscoélastique (7 £10: %), Pour chaque cas, on traitera le

probléme pour trois dérivées objectives différentes du champ des contraintes :
Jaumann, Truesdell otter-Rivlin.
I kX
._'_'_'_'_,_o—"
Y
._'_'_'_'_'_,_,..-'—"
,—'-'_'_'_'_'_FF‘_F

2. Hypotheses de résolution

Les transformations sont finies et quasi-statiques.
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Les actions mécaniques a distance sont nulles.
Le matériau déformable constituant la poutre est homogéne et son comportement

est régi par la relation :
14+v

v 1+v . v
D= ——tr(g®)6 + g% — —trlg). 6 + o
E E |

3. Description de Peffort

On désigne par lola longueur initiale de la poutre et par <t I'aire initiale des sections puis
respectivement I{t) |a longueur a l'instant t et () raire a linstant t.

L'effort de traction appliqué a I'instant t a x=I(t) se note P(t). On considere que P(0)=0 car
on n'applique aucune force a t=0. On suppose la transformation linéaire car I'effort se
réparti sur toutes sections droites. De plus, s(0)=so car I’encastrement empéche le
déplacement a la base. "

P = a(B).5(E) = anle) =5 ) )
On peut écrire : = () = =t ; et étant donné que P(t) est la seule force

appliquée a la poutre (et donc que toutes les autres faces de la poutre sont libres), le
champ des contraintes s'écrit comme suit :

g(t) 0 0 a(t) 0 0
o= 0 0 o= 0 o0 0 ﬂ":t:] — u
Alors : 0 o 0 0 0 0 ; de ce fait, on aura =

4. Propriété de la transformation et
conséquences

La transformation est considérée comme linéaire, on peut donc identifier le tenseur des
transformations linéaires tangentes F a sa transformation linéaire tangente.

On choisit I'instant t=0 comme référence, (X, Y, Z) représentent les coordonnées a cet
instant d’une particule donnée P et (x, y, z) les coordonnées de cette méme particule a
I'instant t.

Le tenseur F est diagonal car la rotation est impossible autour de la fibre moyenne étant
donné que la répartition de la force sur les sections est homogene.

Les coordonnées du tenseur F ne dépendent donc que du temps du fait du comportement
linéaire de la poutre.

Et enfin la poutre est droite, donc y et z sontindépendants d'Y et de Z.

De plus comme P(t) est uniforme sur la section droite, on a x indépendant d’'Y et de Z.
La section étant constante, on a donc y et z indépendants de X.

La transformation est donc de la forme :

x= ft).X
_1}.': ﬁ{t:].}?
z= £(£).2

ou f est la fonction définie précédemment et fy et fz deux autres fonctions dérivables,
croissants et telles que fy(0)=1 et fz(0)=1 qui représentent la contraction sur vy et z.
On recherche évidement une transformation sous la méme forme :

x= ft).X

y= f@.y
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z= £E)Z

De plus, du fait de la géométrie de la poutre qui laisse penser a une transformation
identique selony etz ona: ==& Dou:

x= ft).X
y= ﬂ{t:].}?
z= f(t).2

De plus, on remarque que : 5 = ¥ofy (8).20 £, (8) = 5o f57 (8)

La transformation étant quasi-statique, on a F inversible et : fx (t)=#0 et fy(t)=0.
On a alors :

Ferled
o) [FOx |ED
=Gyzt) =y =5 ). = ‘r}%ﬂ
zr{t:] ¥ r{tj s -lr:'l-' ez
%1 que I'on a besoin pour le calcul de D et W, donc
de G.
fe ") .
£t
£ (8
= —_— r = ':l E— ':I
G = grad, - (x,y. 2.8 20
. £ '8
file) ]

D=sym(G) =6

W = antisym(G) = [0]

5. Calcul des dérivées objectives :

a. Dérivée de Jaumann
P'(t).s(e) — P(£).5'(t)

7 00

s°(t)
0 0 0
0 0

0

g(t)
f=6+oW-W.o=6=| 0

0 o=
o o0

b. Dérivée de Truesdell

F=d¢—Go—v. 'GC+odin (—~ {x,y,z,ﬂ) = ¢ — 26.5 + 0. din, (—~ {.r,y,z,t:])
v v

. RCINO
i3 e 20) =6 = F 5 422
P'(t).s(t) — P(t).s'(¢) 7};’&] P(t) P(t) (j;’{t] ?,ﬁ-'(t]) 0
5= S0 RO SO TSO\RG TG
0 00
0 0o o
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P ). s(t) —Plt).s'(t)  f'e) P(2) P(t) (&)

. S0 ACECREECEEO
0 0 o0
0 0 o0
c. Dérivée de Cotter-Rivling
P'(t).s(t) — P(t).s'(t) , £ P .
§=6+Go+o. '6=0+26.0= s(8) A
0 0o o0
0 0o o0

Il. Reésolution du probleme

1. Comportement hypoélastique :
n=+o

Du fait que : T = ¥%, on peut simplifier directement la relation de D :
1+v

g obj

V ..
D= —Er:r'{c'r'"'-i:].ﬁ +

a. Dérivée de Jaumann

£) .
e P'(£).2(t) — P(t).5"(L) P'(t).s(t) — P(£).5'(t)
f}.{ﬂ v F U . 1+vw 2 00
0 == 0 |=z-—=tr s4(t) B+ s4(t)
i) E 0 oo E 0 00
0 I (@) 0 oo 0 o0
£ 0
D'ol :
fi'(t)  P'(t).s(t) = P(t).5"(1) fi'(1)  P'(t).s(t)— P(r).s"(1)
7 E.5%0) L, 5o £.5°()
ﬁ.r[t':l vP'(t).s(t) — P(E).5'(t) f:].-r{r:' fx'(E)
o B
j}[t) E LR f_];':r,' fx()

On voit immédiatement qu’il faut distinguer deux cas :

Page 6 sur 11



fried LI i
{ 'u=[]—-?— = f(t) = Kef = &' ot f (t) = K e85l = g=70 V4 apres CI.
3
1

-\.)

2 vED=£E) =507 o) = FiE = ettt

v Pilotage en force

Cela signifie que I’on connait la force de traction que I’on applique a la poutre et qu’on cherche f(t) en fonction
de cette force.

£ ;-" Fit) P

En considérant queV ¥ 0 ona: fx() = ‘?E“’ = =y = oG = g £4u
Ici, I’astuce est de réarranger 1’équation :

P(®) _vin (f,(2)
< lﬂ{f {r:]) L)
puis d intégrer par rapport a v, ce qui donne :
Fal L) —_ 1 —mvin(f(th - B, ——~
— v+K,=--.e 6 L {t:]—K+—?1 =(1-2v—
£ : Fe ¢ :] ¢ E-guj d’aprés les C.I.

v Pilotage en déplacement

Cela signifie que I’on connait le déplacement longitudinal f+{t) que subit la poutre et qu’on cherche P(t) en
fonction de ce déplacement.

\. .l""it r

t)=e Eam = P(f) = ==L In(f.(f)
En considérant queV ¥ 0 ona: L =50 Q)

b. Dérivée de Truesdell

j; (t) (P’ (t).s(®) —P().s'(®) f£'( P ?P{t] j}'{t]]
50T TE <2(0) GRG0

RACH _(P’{t].s{t] —PB.5'@ £'OPO PO ;;.'m)
ACI 20 ACECRREECEAC
1+v (P' 0.5l —PL).s"0) £'WOPE PEJ {ﬂ)
TE 20 TED @ TS0 (@
£ l(P’ (£).s(8) — P().s'()  £'(8) P(£) 7?&] 4 (ﬂ]
£@® E 2(2) OB CRRECE0
1 (P'(t].s{ﬂ —PB.5'@ £OPE PO ;}'{ﬂ]
“E S0 TEO s VSO L@
BW _ htd

e -

du fait que & £ trouvé grace a I’équation précédente.

Page 7 sur 11



FlB) Ps) PO
£l = Py et gue g'f) = ————
21

En utilisant le fait que 2108 . on a finalement :
I 1 P

v" Pilotage en force
Cela signifie que 1’on connait la force de traction que I’on applique a la poutre et qu’on cherche f(t) en fonction
de cette force.

v pilotage en déplacement
Cela signifie que I’on connait le déplacement longitudinal que subit la poutre et qu’on cherche P(t) en fonction
de ce déplacement JAGR
Al i (u:r'{t] — olt) &(1 + 21,']]

Feltd Feled
Onavuque: ™ *

ﬂ'l{t:] = - £

™ On voit directement une solution de cette équation : L+iw

e (1) s (O _ forle)
TR @ - a®METas) =0 2= 14 20)
On résout désormais 1’équation homogeéne : felt) ag (1) feld

Ce qui nous donne : ap(t) = K. ()%

_ - __£f 1+2¥
""" On peut donc déterminer la solution compléte : olt) = 01(t) + o0(2) = o T K fx(8)

__£ 1+3w _
olt) = 142w (£l 1) d’apres les C.1.

Plt) = alt).s(t) = ::r'iﬂ.snﬂ?(t] =gltls £, ()% = £ (£() — £~

1+2v

c. Dérivée de Cotter-Rivling

MO E(P’ ®).s(t) — P(B).s'(®) ?j}'{ﬂ P{ﬂ)
NG (D) TEED s
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£ E(P'{L'l.s{ﬂ — P(t).s'(t) ?ﬂ'{tJP{tJ) 1+v (P’{tj.s{tj —Pit).s'(t)

"FO T E 20 GG AN e
£') i(P’{tJ.s{tJ — Plt).s'(D) ?fr'{ﬂ P{tJ)
LD E 2(0) TEE D s

g =28 que o'(£) = B (8)s(e) -p(8)s" (1)
En utilisant le fait que =(1) Ll ,on a finalement :
£(E) 1 : (4) ) )
o E(ar{ﬂ + 200D @£ 0 RO = (O daprstes I

v Essai piloté en force

, f(E) P{tl)

T £ s(E)

Cela signifie que I’on connait la force de traction que I’on applique a la poutre et qu’on cherche f(t) en fonction

de cette force.

v Essai piloté en déplacement

Cela signifie que I’on connait le déplacement longitudinal que subit la poutre et qu’on cherche P(t) en fonction

de ce déplacement £ ()

Ferled _i( . a Jr}rl:r’_'l)
Onavuque: fl8) £ o't + 20(®) f R ¢

E
. . . , . g, Wt} = —
On voit directement une solution de cette équation : () z
. f, r(t) ag[tI(e) f, r(e)
. NIRRT @+ 200 =0 B 2B
On résout désormais 1’équation homogéne : F (1] 1) F 1]

Ce qui nous donne : 9o(t) = K. f(£)~*
= _E -2
" On peut donc déterminer la solution compléte : ot} = oy(8) + 50(8) = 7 + K. fe(t)

E -z
o) =7 A - £®O™) gaprestes 1.

P(£) = 0(8).5(8) = a(8). 507 (1) = s ()" =22 (£ ()~ — £, () ~31+)
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. Comportement viscoélastique :
n €]0, +oof

. gbii L+¥ . gpi ¥ L+¥
On retrouve I'équation ; 2= ~zt@™).6+ 0% —Jer(9).6 + =50

On connait le déplacement longitudinal f () que subit la poutre et on cherche P(t) de la forme: Rii=

Fvh (B )
On observera la convergence de cette solution si () est différentiable et lipchitzienne par sa premicre

composante.
On aura alors la certitude que la solution approchée tend vers la solution exacte car h—0

On calcule maintenant cette approximation pour chacune des dérivées objectives...

a. Dérivée de Jaumann

Ferit)  —wip' Bl -plds 1t +IZ1.+-.-J..;:s’lir:'.slir:l—::ir).s’.jr:.:. (D)
feled ES () E=2 () Tfyre
Fyrey  —w@delt-plds" ey vrm
On part de : sg) Esi(t) n=(t)
Frle) 0= -pld s 1 Plt]
F A Esi(r) ]
Tyriey _ ferled
. . . F . e in
Ce qui se simplifie en Tyie) L
- g £ 20,50
En remplagant s(t) dans I’équation on trouve : &[1***¥ = P’(t)+P(t).(n £0)

E 12 wfer(t)  Bagfer(t)
D’ou P’(t)=-P(t).(n = Sl )+ flor=2¥

E + 2y Ferltd  Easpafier(t)
Pour rejoindre le schéma d’Euler on pose L(P,t)=-P.(7 = £l )+f&*=2")
K8 Bz

I3
. . . . , , T
Par conséquent on obtient le schéma suivant : Fi+1=Fi+h (-Fi (n 7 (teimy)t (14ilie2s)

b. Dérivée de Truesdell
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Frit) P ldel-plde e _I_::'Zr:l (2 Fym ;;,rlir)] N BD)
f A E=t) SN fern R0 Nt
Tyrey Ferled
Foen £
On par de : Tyt I
E.=p.f 1) E  frlo)
Efpely T E_ kU

En remplagant s(t) dans I’équation on trouve : &1172¥ = P()+P(t).(n  f(t))

£ rlE) £ rlE)
P'(t) = —P(5) (5 - "; )Esp o

D’ou R 4

E 1 Ezp
Par conséquent on obtient le schéma suivant : Fi+1=Fi+h (-Fr (1 (teihy)4 (1+ibye3s)

c. Dérivée de Cotter-Rivlin

Ferlt) _ pleld-pltde ity 5 Pl forlt) Pty
el E=2t) el £00 nE(t)
fyney __ frl®
e £
On part de : Iyies it

FerlEd

. e E-I- 2.01 -I—'I.r':].'r-'vr.l:rjI
En remplagant s(t) dans I’équation on trouve : B0t =52¥ = PP (1)+P(t).(7 flel)

i E.zp
(L+ER7)+ (L+ih)EF2F)

£
. . =+ 2.1 +vh
Par conséquent on obtient le schéma suivant : fi+1=Fi+h.(-Fi (1 +2.04v)
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