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* Module d’élasticité : E>o0

» Coefficient de Poisson : o 1 VE [D*i 1 o Présentathn C|U
. ., n € {Rl U 1+oos} \
* Viscosite : probleme

* Longueur : 1(t)
* Section rectangulaire : s(t)

* Poutre en liaison encastrement sur sa section L
poutre viscoélastique

gauche
* Effort de traction simple selon la direction

horizontale x e

p—
e P(t)
e o e

- On se propose détudier sa déformée =1 -«

longitudinale (1(t)) et de trouver la force soumise s

a la selon deux comportem(ﬁ?nt_s degla poutre: e

h}f)oelasthue ( ) etﬂVETﬁ? _ﬁﬁlﬂue ( -

* Probleme traité pour trois dérivées objectives
différentes du champ des contraintes :
Jaumann, Truesdell et Cotter-Rivlin.



2. Hypotheses de resolution

* Les transformations sont finies et
quasi-statiques.

* Les actions mécaniques a distance sont nulles.

» Le matériau déformable constituant la poutre est
homogene et son comportement est régi par la

relation :

1+v 1+v

D= ——rr{:r'“’le 5 + ] ——:cr{:r] 5+
E E 0 n




3. Description de 'effort
» Longueur initiale : lo. -
» Aire initiale : so

* ](t) et s(t) al'instant t.

 Effort de traction : P(t) et on considere P(0)=0

 Pas de déplacement a la base : s(0)=s0

P(D) = 0 (t).5(t) = 0yl =$

* P(1) est la seule force :

g..(f) 0 0] [e(t) 0 O .
azl 0 0 n]=[n 0 E] nr[t]=3[—t:l
» Donc 0 00 0 &t de ce fait '



4. Proprieté de la transformation et
consequences

» Tenseur des transformations linéaires tangentes F
identifié a sa transformation linéaire tangente.

* t=0 comme référence

* Le tenseur F est diagonal x= f(£).x

y=f t).¥

» Transformation de la forme : z= f(t).Z
f, = f

« D’apres la géomx_étﬁ_i@j.(%e la poutre :
donc : s(t) = yof, ()2 £, () = spf2 (8)

* On remarque aussi que :



» La transformation étant quasi-statique, on a F
inversible et : fx (t)+o0 et fy(t)+0.

()
r (]
* On a alors : ()] [F@.x] | FT
;-’ {IJ_}-’,E’, f:] = I}.r[t:] = |;;3 rl:f:]-.F = f‘}%
z'(t) S0P B P
L fp (e
'ﬂ-r&.] ; -
;1 £ (t)
* On en déduis : 7108
G =grad, — (x,v,z.t) =| O £ 0
()
’ ’ (&) ]

D=sym(G) =G
W = antisym(G) = [0]



5. Calcul des dérivées objectives

o Dérivée de Jaumann :

56 0 0 P'(t). s(t) - P(t).s'(t) .
5=&+H.W—w.a=&=[n 0 nl: s(t)

0 0 0 0 00

0 00

« Dérivée de Truesdell :
F=d—G.o—o. 'G+adin (? (x.v.z, t]) =g — 20,0 + 0. divy, (? (x. vz ﬂ)

IP’ (£).s(t) — Plths"(t)  £'(e) PlE) ) P(t) fr(t)

_fe L 6H©

— +
-6 70 3 s2(t) £ s@&) " s(e) £

0 0 0
0 0

fﬁl‘x(j‘ (x, y. 2 t]l) = tri

 Dérivée de Cotter-Rivling :

P'(#).s(2) — P(£).s"(t) e £1(&) P(t) .

G=6+Go+e. '6G=6+26.0= s*(E) fi (&) s(t)
0 0 0
0 0 0




Il - Résolution du probléme
1. Comportement hypoélastique : n = +4on

Du fait que : 7= $8n peut simplifier directement la relation de D :

1+v .
ﬂ —_ —t“.'r‘{ﬂ':'w:] IE + 'II'I:'_]
E E
“*Dérivée de Jaumann
1AL R o
e P'(£).5(t) — P(£).5'(t) P'(£).5(t) — P(£).5'()
O oy, s3(1) i PP s3(1) 0
f(t) E 0 o of E o 00
o o fy'(e) 0 00 0 00
[AG)

Pty By

Tt

1l faumdisﬁngu%%%]emgl‘as:ﬁ (£} = K,ef =& et f _(t) = K, 0501 = gEsody (0 d'aprés C. 1.
¥ m Pit)

1 vz0-= fle) =7 e fe) =f () Folt) = eE3n) = gE%ol faie)

2 et



> Pilotage en force
On connait la force de traction appliqué a la poutre et on cherche f(t).
On réarrange I’équation : P(t)

E.s

= In(f,(£) ). e~ 2¥n (L2

Et on intégre par rapporta v :

P(8) 1 P(t)
. K. = ——. —2vlm (. (t)) . £l =K. —32 ¥ — 1 =2
Es,  THhTToE R =K + YE. s, d-2ves

Pt)

]‘E
B

> Pilotage en déplacement

On connait le déplacement longitudinal que subit la poutre et on cherche P(t)
v =0

Ona:
PtyfEviel

flt)=e E& o Plt) = h{jltl{f':ﬂ}

Donc :



*Dérivée de Truesdell

£ (£ v (P'(t).s(t) —Pt).s'(t) R P@) P £(E)
NG _E( s2(t) TE@ @ TS0 f}.[ﬂ)
£'@®) 1/P(ehs(t) —P(e).s'(t) £'®IPE) P £G)
ACH E( s2(¢t) TR SO 250 ;;.{t])
_ i(P":ﬂ.E[t] —P(t).s"(¢) _f.,'{t] P(t) ~ Evﬁﬁ)
E s2(t) £ s(8) s(t) f£.(t)

on: ?E:j:]] - ;:l*("'{f] — alt) ?Eg (1 +2v]) et f,(t) =K.£,(t)"Y = £(t)™" d aprésles C.I.

» Pilotage en déplacement =

: . . : o, (t) = —
solution évidente de I’ équation : : 1+2v

ﬂl}{ﬂ — H.ﬂ.l:f:]i-khl
Apres résolution de ’équation homogene on a :
o()) = 0,(8) + 0y 8) = ——— + K./ (5™
i énéral Wy = E 1+2v _
La solution générale est dop(y) = — (RO 1)

FORESE L0 = o). 5020 = 0 Dsofe (D === (£ () — £ (D)

142w



“*Dérivée de Cotter-Rivling

O E(P'[t].siﬂ—P[t].s'{t] £ (t) P{t])

‘5@ 20 ACEC
') E(P’[ﬂ.slﬂ — P(t).s"(£) Eﬂ'{ﬂ P{ﬂ)
JACI > s() GG
Ona: f'(t) 1 ') : :
=—lo' t R =K £ = £t d'aprés les C.1.
@) E o' (£) + EH{ﬂﬂ{ﬂ et f.(t) f, () () aprés les
» Essai piloté en déplacement
Solution évidente de I’équation : gl[ﬂ — f
Apreés résolution de I’équation homogéne on a : 7y (tl = K, £ [t]‘z
E _
La solution générale est donc : olt) = ”1&] + ”n':t:] =3 + K. [ (t) :
a(t) == (1 - £
Et d’apres les C.I. : 2 *

P(t) = alt).s(t) = alt) -5uf}? (t) = a(t)sy f (1)~ = %{ﬂ[ﬂ - (F) Y



2. Comportement viscoelastique : 7 €10, +o]

On reprend 'équation: D = —- tr[a 9By, 5+ 2 gobi _ —t“rl'.:rﬂ 5+

i r:ﬂon cherche P(t).

On connait

“*Dérivée.de Jaumarimn: ®) , P
A0 E.s2(t) s
On part de : frn £'@

frn G

apres simplification.

En remplacant s(t) dans I'équation on trouve : ?E—ﬁﬁ = P'(t)+P(b). (E + 2.v. J:f S )

s D E | 2050, Esgfi(®)
D'ou P'(t)= P(t}.(ﬂ-l— P 1+ i

Pour rejoindre le schéma d 'Euler on pose L(P,t)=-P.( 242y ?E? ?Eﬁﬁ]
’ » ’ N . _ _ --1: = 2. E.S’D
Par conséquent on obtient le schéma suivant : P, ;=P,+h.(-P..( {1+z‘.hj}+ 1rib) —=)




*Dérivée de Truesdell

£ _ FOs@-POS@) , PO o Fyn RO, P

On part de : fi(8) E.s%(t) s®) " fywn f® n.5(t)
P . f_}-‘-"(f} — —y fx'{t:]
fy fx ()

En remplacant s(t) dans I'équation on trouve : Esofe8) _ P’t)+Pt).C— & '{ﬂ]
f.:t‘ {t:]1+z:|.-' 1 f.:t‘ {!.':]

f.:l:' i{ﬂ] g f_:.:- i{t]
f:u:":ﬂ it h f,:.:-[ﬂi"'z'v

Dot P (t) = _P(I)(E_

. . . . ] _ D E_ 1 E.5q
Par conséquent on obtient le schéma suivant : P, ;=P,+h.(-P,.( . h]]+ { 1+i.h]1+2-’”)



**Dérivée de Cotter-Rivlin

@) (P (t)s(t)—Pt).s (2)) P £.'(8) P(t)
fie(t) - E.s2(t) + 2'3&] " f; (ﬂ) + n.s(t)
On part de: | , * '
fyin for ')
=y
f_}r(t} f:::":t]
’4 . i fu () f(2)
En remplacant s(t) dans I'équation on trouve : E. s, O =P'(t)+P(t). (E + 2.(1+v). Y ])
.'I'
Par conséquent on obtient le schéma suivant : P, ,=P,+h.(-P, [ +2.(1+ v) )+ ——o )

h:] {1+i.h:]1+3""'



Conclusion

«?
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