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EXERCICE I

1. Type de la méthode itérative

La méthode itérative étudiée nécessite uniquement des évaluations de f et de f’ aux points z et

W)
W=

, il s’agit donc d’'une méthode & deux points sans mémoire.

On pose pour k € {2,3,4}

_ 1 W@
TR )
soit
- lf//(x*) - lfm(x*) o lf(zl)(x*)
T2 6 fan) Al faY)
2. Expression de m et de A

f étant de classe C* sur U, on peut écrire les développements suivants

fla*+h) = hf’(x*)+%Zf”(x*)+g—jf”'(a:*)+%f<4> (@) +o(h?) = hf'(z*) (1+02h+(33h2+04h3+0(h3))
et

F(@*+h) = f’(a:*)—i—hf”(x*)—i—%Qf”’(:v*)—i-g—jf(‘l) (z*)+o(h?) = f’(x*)(1+2C2h+303h2+404h3+0(h3))
On en déduit

f(z*+h) 1+ coh + c3h?® 4 c4h® + o(h3)

f'(xz*+h) 14 2coh + 3cgh? + 4eghd + o(h3)
_ h(l + coh + csh? + cah® + o(h?’)) (1 — 2c5h — 3esh? — degh® + (2e2h + 3csh?)” — 8RS + o(h?’))

= h(l + coh + c3h® + cyh® + O(hg)) (1 — 2coh — 3csh? + 4c3h? — degh® — 8¢3h® + 12¢0c3h® + 0(h3))

- h(l — eoh+ AR? + BR® + o(h3))

avec
A =c3—2c5—3cz +4c5 = 2(c3 — ¢3)

et
B = —3c4y — 403 + Teacs

NB : Il n’est nullement demandé de calculer B. On verra par la suite que la connaissance de ’expression
explicite de B n’est pas utile.



3. Développement limité de f(y(z* + h)) a 'ordre 4

f(y(x*+h)>f<x*+h f(x*+h)>

f(z* +h)
- f(m* Y h—h+coh?— AR® — Bht 4 o(h4))
— f(m* +eah? — AR® — Bht + o(h4))

(th2 —AR? - Bh4)2
— (CQhQ — AR — Bh4) £l + S F(@*) + o(h?)
= cof (x*)h? = Af'(«*)h® + (?f”(x*) - Bf’(x*))h4 +o(h?)

= f'(z*) (thQ — AR+ (S - B)h4) +o(hY)

= f'(z*)h? <02 —Ah+(E - B2+ o(hg))

4. Développement limité de D = 2f(y(z* + h)) — f(z* + h) a 'ordre 4
On en déduit le développement limité de D
D =2f(y(z" + h)) — f(z* + h)
= 2f/(2*)(e2h? = AR + (¢ = B)RY) = f'(a") (h + eah® + esh* + csh®) + o(h)
= f'(a%) ( — h+eoh? — (24 + c3)B3 + (263 — 2B — c4)h4) + o(hh)

— ff’(x*)h<1 —eoh (24 + e)h? — (263 — 2B — ea)h® + o(h3)>

5. Développement limité du quotient a ’ordre 4
N
On cherche a calculer un développement limité de @ = o avec N = (y(x* +h)—(z"+ h)) f(y(m* + h))

y(* +h) — (z* +h) = —m - —h(l — eoh + AR + BR3 +0(h3)) = —h(l — coh+ AR + 0(h2)>

N = —f'(z*)h3 [(1 — o+ AR? + o(h2)) (c2 —Ah+ (& — B)R2 + o(hQ))}
= —f(z*)h? (c2 — Ah + (¢3 — B)h? — c2h + Acoh® + Acoh?® + o(h2)>
_ f’(x*)h?’(

co— (A+c3)h+ (¢ +2Acs — B)h2> + o(h?)

d’ou
N —f'(x)h® e — (A+cE)h+ (c3 +2Acs — B)h? + o(h?)

@=5= “Fan > 1— coh+ (2A + c3)h? + o(h?)

=h? (02 — (A+B)h+ (c3 +2Acy — B)h? + 0(h2)) (1 + coh — (2A + c3)h? + 3h® + o(h2)>

= h? (62 +c2h — (2A + c3)coh® + c3h? — (A + c3)h — (A + c3)eah® + (c3 4+ 2Acy — B)h? + 0(h2))
= h? (62 — Ah + h*(—2Acy — c3co + 3 — Acg — 3 4 3 +2Acy — B) + 0(h2))

= h? (02 — Ah + h*(c3 — c3cg — Acy — B) + 0(h2)>

= coh? — Ah® 4 (¢ — c3ca — Acy — B)h* + o(h?)



6. Développement limité de F(z* + h) a 'ordre 4
On en déduit
F(z* +h) = 2%+ h — h+ cgh® — Ah® — Bh* — coh® + AR® + Bh* + Acoh® 4 c3coh — 2301 4 o(h?)
=a* + coh? (A +e3—c— 22) +o(h?) avec A= 2(0% - 03)

=z"+c (c% - 03)h4 + o(h?)

Le développement limité de F' en z* ne comportant pas de termes du premier ordre, z* est un point
hyperattractif de la méthode itérative donnée par F' et la méthode est bien évidemment convergente.

7. Etude de ordre et de ’indice d’efficacité de la méthode itérative F

//(l'*)>2 lf/”(m*)
f'(@) 6 f'(z*)

1
La méthode est d’ordre 4 si co # 0 et 3 — c3 # 0 cad si f”(z*) # 0 et 4(

soit (on rappelle que f’(z*) # 0, * étant un zéro simple de f)
2
Pantow (1) £ 3rere)

L’indice d’efficacité I de la méthode vaut I = pé ou p désigne lordre de la méthode (4 dans notre cas) et
o le nombre d’évaluations de fonction par itérations soit 3 dans notre cas (f en =, f' en x et f en y(z)).
On en déduit

I=+1 et popt:2‘7_1:22:4:p

La méthode étudiée est dite optimale.

EXERCICE II

Préambule
1. et 2. Etude de la formule de quadrature

Soit u(x) un polynome de degré inférieur a deux, u s’écrit sous la forme u(x) = az? + bx + ¢ avec a, b,c
réels.

' ! a b
/u(a:)d:z::/(ax2+b;p+c)d$:,+7+c
0 0 3 2

et

au(0) + Bu(y) = ac + fy°a + Byb + Be
Pour que ’égalité fol u(z)dr = au(0) + fu(y) soit réalisée pour tout polynome de degré inférieur ou égal
A deux, il faut que

Y(a,b,c) € R?, %—&—g—kc:ac—i—ﬁ’yza—&—ﬁvb—&—ﬁc

ce qui donne par identification le systéme suivant

1
5’)’225
By=2
775
a+ =

1 3 2
Ce systéme admet une unique solution («, 3,7) = (4, 7 3)

3. Premiére approximation

Tn41

Y(Eni1) = y(an) + /  (@)dz

Tn

En effectuant le changement de variable x = x,, + th,,, on obtient

1
Y(@ny1) = y(xn) + hn/ yl(xn + thy)dt
0



soit, en utilisant ’approximation précédente pour g = 3/

1 3 2
7:(//(3771) + 7y/($n + hn)‘|

soit

1f(scn,y(gcn)) + Zf(mn + ghn,y(xn + th))]

4. Seconde approximation

Si on considére en plus 'approximation du premier ordre

y(xn + %hn) ~y(x,) + %hny’(azn) ~ y(z,) + %hnf(xn,y(xn)>

On obtient bien le schéma associé & la fonction ® définie par

2

2
Fhy+ ghf(xvy))

O, ,h) =  foy) + 5 f (o +

5. Convergence du schéma

Le schéma est convergent s’il est consistant et stable.
Consistance

(I)(.T,y,O) = if(xﬂu) + Zf(x7y) = f($>y)

Stabilité : on utilise le fait que f est L-lipschitzienne par rapport & sa seconde variable. On calcule

(1, h) = Bz, y2, )| = | ; ;

@)+ 2 (o Shon + Shf ) = 10@m) — Sf (o4 S+ §hf(a:,y2>)'

IN

i‘f(wvyl)—f(%yz)ﬁ%

f(x + §h7 Y1+ %hf(:v,yﬂ) - f(x + %h’yQ T ghf(x’”))‘

IN

L 3L
Z‘yl _92| + I

(yl + %hf(m,yl)) - (92 + ?)W(%w))‘

<l = el + 2l -l + 5
f4y1 Y2 4111 Y2 1

“n(f) - f(w,yz))’

HL
< Ly — yo| + 7’f($7y1) —f(x,yz)’
HIL?
< Llys —y2| + T‘lﬂ — ya|
HIL?
NPT

6. et 7. Ordre du schéma

2
On rappelle que si f est deux fois continuement dérivable dans [zg, X] x R et si &, — et —— existent

?
Oh ~ Oh?
et sont continues dans [zg, X] X R x [0, H] alors le schéma est au moins d’ordre 2 si et seulement si

(b(l',y,O) = f(x,y)

0 0 0
G0 =5 (G + 1 fwn)) = M)

—_

et exactement d’ordre 2 si de plus

e 1 /ofM ol
T @0 # 3 (S )+ slen % =)
Pour le schéma étudié, on obtient

B(r,,0) = 1 f(,9) + - f(r.) = [a,9)



0P

k) =3x8 (o4 Sy o)+ x5 5 (e 2hyt 2k () 1 (o4 S+ hf )

soit en h =0

0 0 0
w0 =5 (5w + 1 Foen) = 3 M)

2
La méthode est donc au moins d’ordre 2. Pour montrer qu’elle n’est pas d’ordre 3 en général, il suffit de
trouver une fonction f pour laquelle 'ordre de la méthode n’est que 2.
On prend f(z,y) =z +vy

alors

@y =1+(@+y) xl=1+z+y
et

fPlay) =1+ @+y) x1=1+z+y
et

vneIN*, fil(z,y)=1+2+y
1 3 2 2 h
Cle,y.h) = J(z+y) + et shtyt shlety)| =z +y+5(1+oty)

2

1(1+ +y) et
xr yeah?

P
Alors a—(:c,y,h) =3

ah (z,y,h) =0 : la méthode n’est donc pas d’ordre 3.

8. Tableau de Butcher

1l s’agit a priori d’une méthode de Runge-Kutta explicite & deux étages. Son tableau de Butcher est de
la forme suivante

Tp1 = T + C1h

Tno =Ty + C2h

Yn,1 = Yn

Yn2 = Yn + Rn021 f(Tn,1,Yn,1) = Yn + Anao1 f(@n + c1h, yn)

Ynt+1 = Yn + I (blf(xn,lv yn,l) + be(fEn,% yn,2)> =Yn + hn@(xn, Yn, hn)

Donc
D(w,y,h) = bi flw + crh,y) +baf (2 + oy + anhf (@ + eah,y))
1 3 2 2
= Zf(%y) +Zf(w+§h7y+ ghf(%y))
1 2 2
Et par identification b; = -, by = é, c1=0,c = 3 et as = 3

Ce qui donne le tableau de Butcher suivant




