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Questions de cours

1. Rappeler, d'une phrase courte mais précise, les deux hypotheses de continuité qui fondent
la mécanique des milieux continus.
La premiere de ces deux hypotheses admet la continuité de la matiere. Un volume
élémentaire dv du corps matériel M est alors supposé totalement empli de matiere.
La seconde traduit quant a elle la continuité de la transformation. A chaque instant ¢, la
transformation F; relative a cet instant est un C*-difféomorphisme de Qq sur € (régularité,
at ﬁxe par rapport aux variables d’ espace (X1, X, X3) et (21, T2, x3)). Par ailleurs, pour
tout X € Qo, les apphcatlons tr—>.7-"(X t) ainsi que t+— 0 ]:(X t), K € {1,2,3}, sont
continues (régularité, pour X donné cette fois, par rapport a la variable temps t).

2. Quelle signification physique ont les parties isotrope et déviatorique du tenseur linéarisé
des petites déformation e ?
A la partie isotrope correspond un changement de volume sans changement de forme,
tandis qu’a la partie déviatorique est associé un changement de forme sans changement

de volume.

Premier exercice : Transformation linéaire plane

Un solide déformable est soumis a une transformation linéaire plane donnée, dans le repere
, . g —
orthonormé direct R = (O, ey, e3), par

Ty = XI—XQ
Ty = X1—|—X2

ou (Xi,Xy) désignent les coordonnées initiales d’une particule donnée, et (z1,x2) les coor-

données de cette méme particule dans la configuration déformée.

1. Donnez I'expression de la transformation linéaire tangente F, puis celles des tenseurs de
Cauchy a droite C et de Green-Lagrange L.

_[1 _1] c_tF.F_IQOI L_l(C—d)_[;
2 0

L’on a

1 1 0 2

i O
1

2. Déterminer les valeurs de la dilatation volumique 6, et de la masse volumique p, en

supposant cette derniere uniforme et égale a pg a 'instant ¢ = 0.

L'onaJ=detF=20,=J—1=1puis p=5 = 2.

3. Déterminer les dilatations eyy et e, dans les directions ( N :a) et (f:eg), ainsi que la

distorsion vy, entre ces deux directions.

L'onacyy =1/ ]Tf .C. ]Tf —1= a .C. e_i —1=+y/C;1—-1=v2-1.De facon semblable,
I'on calcule e,p = \/ f .C. f —1= (?z C.eg—1= Vo — 1 =+/2 — 1. Enfin, l'on ob-

N2L.T _ e1.2L.e; _ 2Ly
VNenTer  Veacavece Vonvo:

tient sin(2yy,) =

\/50 75 = 0, ce qui donne
Inr = 0.
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4. Donner I'expression de la déformation pure U avant rotation ainsi que de la rotation R.

De C = U? l’on tire
U = V2 o0
0 V2

De R = F.U ! 'on déduit ensuite
1
[l )
1 1 0 7

Second exercice : Déformation d’un tube épais

Sl
S

Le tube épais de rayon intérieur Ry, de rayon extérieur R; et de hauteur H représenté sur la

figure [1] est soumis a un systeme d’actions mécaniques extérieures induisant la transformation

r = R
g = O
z = Z—l—ﬁ(R—RO)2

ou (R,0,Z) (resp® (r,0,z)) sont les coordonnées cylindriques d’une particule quelconque mais
fixée avant (resp® apres) transformation et olt a est une constante positive telle que ag—é < 1.

—————

Fi1G. 1 — Déformation d’un tube épais

1. Représenter la configuration déformée du tube.

Elle est fournie par la figure [2]

2. Donner, en coordonnées cylindriques, 1'expression des composantes du tenseur linéarisé

des petites déformations € (on justifiera le caractere infinitésimal de la transformation).

Le champ des déplacements ayant pour expression u = ﬁ(ﬁ - RO)QG_;7 son gradient la-
grangien est
0 0 0
H" = 0 0 0

afle 00
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o Ll
0 R

Fic. 2 — Configuration déformée du tube épais

Comme pour tout R compris entre Ry et R; 1'on a angf“ < angoRO < a% < 1, la trans-

formation est infinitésimale. Le tenseur linéarisé des petites déformations est alors donné

par
R—R¢
0 0 aRe
e=| 0 0 0
afde 00

3. Déterminer les directions principales de déformation ainsi que les déformations principales
associées.
.
La direction iz=ey est clairement direction principale de déformation, associée & la déformation
principale e3 = 0. Comme ¢,, = ¢, = 0, les deux autres directions principales de déformation
= =
sont 4= % (67 + (;) et ip= % (—2,,, + Zz) respectivement associées aux déformations

R— R() R*RO

principales €y = ¢€,, = a 3Ry 2Ro

et €9 = —¢,, = —a

Petit probléme : Etude d’un écoulement plan

Soit 'écoulement plan défini, relativement au repére orthonormé direct R = (O, 1, e3) as-

socié au systeme de coordonnées cartésiennes (x1,xs), par le champ eulérien des vitesses

— q —t — — N 7 : L
v(z) = 27rT2(1 —e ") (z1eg +x2e2), ol ¢ est une constante donnée et strictement positive de
dimension L2T™!, et ot r = /22 + 2.

1. Montrer que I’écoulement est incompressible, puis donner ’expression de la fonction de
courant 1 (On rappelle qu 'on a v; = 0y ainsi que vy = —01v).

— g1 —t — 4qr2 —t ) P
Comme vy = %5 (1 —e™) et vy = 25 (1 —e7"), I'on a

diVmV = 81/014-82/02

q —t qri I —t —t qro T2 ¢
— 1— - = (1= 1— —— 2 (1-
2%7‘2( ) mrd 7 ( ¢ >+27T7’2( ) s r ( )
or Oar
,,‘2
— i —t q(aj% + x%) (1 725)
2 1
- W&’ » g " ,
= Lt e
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ce qui montre que ’écoulement est incompressible.
De )
qry —t q 1 —t
Y =1v1=—5—F5(1l—e')= (1 —e")
222
2m (af + 23) 2m (1+(2£)?)
I'on tire tout d’abord ¢ = JL(1 —e™")arctan 72 + f(z1), o f est une fonction arbitraire

de la variable d’espace x;. L’on a alors

—x9

Oy = %(1 - e_t)ﬁ + f'(z1) = —%(1 —e7)

€T
(] + 23)

r2

+ f(71) = —va + f'(21)

ce qui montre, puisque v = —011, que f'(z1) = 0. Ainsi, ¢ (1 —e7 ") arctan 2+,

—_————

_
21

. . 0
ol vy est une constante arbitraire que I'on peut donc supposer nulle. L’on a alors

b= g(l—eT)d

2. Déterminer les lignes de courant.

Ce sont celles des courbes isovaleurs de la fonction de courant . Elles ont donc pour

expression f=cste. Ainsi, les lignes de courant sont les demi-droites passant par ’origine
du plan (Ozq, Oxy).
3. Montrer que I’écoulement est irrotationnel, puis donner ’expression du potentiel des vi-
tesses .
L’on a
— qTo T ¢ qry T2 N\ — =
rot,v = (01v9 — Oovy) e, = (——— l—e’)+——(1—e )e =
x (O1vg — Dauy) e, Wrgr( ) 7rr37“< ))e-=0

ce qui montre que I’écoulement est irrotationnel.

De
q 21

4 23 + 23

qr ¢
6 — - — 1 —
1p="u om(z? + asg)( )

(1-e)

Pon tire tout d’abord ¢ = L (1 —e™") In(z] 4+ 23) + g(x2), olt f est une fonction arbitraire
de la variable d’espace x5. L’on a alors

2.%2

2 2
] + 735

X
—22 +g'(22) = va + ¢'(22)

q _
8290:_(1_et) $2+ZL'
1 2

gy (1—e7")

q

+ g'(22) = ——

g(x2) = o

ce qui montre, puisque vy = Oy, que ¢'(22) = 0. Ainsi, p = L(1 —e™) In(z? + 22) +o,
—

2Inr
oll g est une constante arbitraire que ’on peut donc supposer nulle. L’on a alors

Y= %(1 —e )Inr
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4. Donner 'expression du gradient des vitesses G.

L’on a
G — vy Opn
0102 Doy
q o ﬁ _ 2x10
_ —t r2 2
= T | e b
) )
q (- e r3— 1t —2x129
27rd —2w1w9 T — X3

5. Sans chercher a exprimer le champ des accélérations ~, montrer que celui-ci dérive d’'un
potentiel, puis donner ’expression de ce dernier.

Comme I’écoulement est irrotationnel et que le champ des vitesses v dérive du potentiel

¢ l'on a
1 d 1
7= G grad, v = ERLEL S arad, (Jarad, o) = grad., (5 + 5 lerad. o)

ce qui montre que le champ des accélérations v dérive du potentiel 22 + 1{|grad, ¢||*.

6. Bonus L'on pose z = x1 + ixy puis ¢(z) = @(x1, 22) + i1)(x1, x2). Montrer que le potentiel
complexe ¢ satisfait la relation ¢(z) = —zL(1 —e™")InZ.
L’on a
P(z) = (w1, 22) +ih(21, T2)
= £l —-ef)nr+it(l—e")b
= L1 —e")(Inr+ib)
(1 —e ) (Inr + In(e?))
SL(1—e ") In(re)
( )

l—eHlnz



