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Questions de cours

1. A quoi équivaut le théoreme de Cauchy (réciprocité des contraintes tangentielles) ?
Le théoreme de Cauchy équivaut a la symétrie de la matrice représentative du tenseur des
contraintes de Cauchy.

2. Citer deux matériaux obéissant au critere de limite élastique de Mohr-Coulomb.

Ce critere s’applique aux matériaux granulaires tels que le sable ou I'argile.

Premier exercice : Etat homogene de contrainte plane

Un état homogeéne de contrainte plane est défini par

a 2a
g =
20 a

oll a est une constante strictement positive de dimension ML~1T~2,

1. Déterminer les contraintes principales et les directions principales de contrainte associées.

Comme les termes diagonaux de la matrice représentative du tenseur des contraintes de Cauchy o
p . . . . - — — AU
sont égaux, les directions principales dans le plan de contrainte sont j;= % (e1 + e2), associée a la
. . . - 1 — — PP . . .
contrainte principale o1 = a + 2a = 3a, et jo= ﬁ(* e1 + e2), associée a la contrainte principale
- —
02 = a — 2a = —a. La troisieme direction principale de contrainte est quant a elle j3=es, associée
a la contrainte principale o3 = 0.

2. Donner la décomposition de o en parties isotrope et déviatorique.

a0+02a
0 a 20 0

3. Cet état de contrainte est soumis a une plaque métallique présentant une fissure rectiligne.

_ 1 _ 5
Comme 0y, = 5tro = a, 'on a

o=0,0+s=

Comment doit-on orienter cette fissure si I’on veut empécher sa propagation ?
Pour empécher la propagation de la fissure, il faut en comprimer les levres, et donc 'orienter
selon H

4. Le matériau obéissant au critere de limite élastique de Von-Mises, quelle est, en fonction de la
limite élastique en traction simple g, la valeur maximale de a ?
De

V(o1 —02)2 + (01 — 03)2 + (02 — 03)2 < V209

Pon tire

V(3a = (—a))? + (3a)% + (—a)? < V20

ce qui donne v26a2 < /20y, soit a < \7—%3

Second exercice : Sollicitation thermomécanique d’une poutre hétérogene

La poutre de longueur [ et de section droite de hauteur h et de largeur b représentée sur la figure []]
est constituée d’un matériau hétérogene et non pesant, au comportement thermoélastique linéaire
isotrope, de module d’Young variable E' = Ey(1 + %*) et de coefficient de dilatation thermique linéaire



Meécanique des milieux continus Corrigé du devoir N° 2 P. Rovis, 21 novembre 2016 2

(. Cette poutre est soumise a une variation de température positive AT =T — Ty, sa longueur étant
par ailleurs maintenue constante. Enfin, les parois latérales sont libres et les conditions de I’expérience
idéales (i.e. absence de frottement entre les extrémités gauche et droite de la poutre et les embases

maintenant sa longueur constante).

'1-6]_ /

Fia. 1 — Sollicitation thermomécanique d’une poutre élastique

&?l\u\

1. Justifier que la matrice représentative du tenseur des contraintes de Cauchy adopte la forme

cp 0 0
o= 0 0 0
0 00

ou o1 est une constante a déterminer.

Les parois latérales étant libres et les conditions de ’expérience idéales, la seule composante non
nulle de la matrice représentative du tenseur des contraintes de Cauchy est la contrainte normale

-
sur les facettes de normale eq.

2. Montrer que le déplacement horizontal w; des sections droites de la poutre est donné par
ur(z1) = UlELO In(1 + %) + BAT x4

La matrice représentative du tenseur linéarisé des petites déformations adopte la forme

&1 0 0
g = 0 g9 0
0 0 £3

et 'on a donc

uy(zy) =1 = 7L + BAT = 7

—————— + BAT
E Eo(1+ %)

ce qui donne, puisque u1(0) =0, ui(z1) = UlELO In(1 + %) + BAT x4
3. Déterminer o; en tirant parti de la condition aux limites a I'extrémité droite de la poutre. En
déduire alors I’expression finale de uq.

De u1(l) = 0 l'on tire UlELO In2+ BATI =0 et 'on en déduit alors o1 = —£23AT si bien que

. " In2
1n(1+"‘71>)8AT

I'on a, finalement u1(x1) = (v1 — [—15
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Petit probleme : Cylindre en rotation

Un cylindre de révolution métallique de rayon R est mis en rotation autour de son axe avec une

vitesse angulaire w. Le métal, de masse volumique p, a un comprtement élastique linéaire isotrope, de

module d’Young E et de coefficient de Poisson v = 0. Le champ des déplacements, exprimé dans le

\ - — - e . .7 \ 7
repeére local (e, ep,e.) lié au cylindre et associé au systeme de coordonnées (r, 0, z) adopte alors la

— ~ . . ’ .
forme u = u(r)e,, ot u est une fonction de la variable d’espace r que l'on se propose de déterminer.

1. Donner en fonction de u, I’expression des composantes non nulles du tenseur linéarisé des petites

déformations €, puis du tenseur des contraintes de Cauchy o.

Les seules composantes non nulles du tenseur linéarisé des petites déformations € sont &,, = u/(r)
et egp = @ Comme v = 0, I'on a alors o = Fe, de sorte que les seules composantes non nulles
du tenseur des contraintes de Cauchy o sont o, = Eu/(r) et ogg = E@

. Les forces gravifiques étant négligées, justifier que le cylindre est soumis au champ d’actions

4 : ya N . 2 e
mécaniques extérieures a distance b = wre,.

Dans le repere lié au cylindre en mouvement et en I’absence d’actions gravifiques, ce dernier est

. o . —
soumis au seul champ de forces centrifuges b = w?re,.

. Des équations indéfinies de 1’équilibre déduire que wu est solution de I’équation différentielle

ordinaire , )
W) ulr) __pe "

7 . . 7 . 7 K . . . . . . —
La seule équation indéfinie de 1’équilibre non trivialement satisfaite est celle en projection sur e,

et se réduit ici a 0,0, + T2 + pb, = 0, ce qui donne

Eu’(r) + T 4t =0
r
et donc v’ (r) + u,f,r) - “T(;“) = f%r.

wr) _ ulr)

-7~ = 0 a pour solution générale u(r) = Ar + %,

. Montrer que I’équation homogene u” () +
ou A et B sont deux constantes arbitraires, puis chercher une solution particuliere de I’équation
de la forme u(r) = ar®. En déduire alors, en fonction de A, B, p, w, E et r, la solution génrérale
de cette équation.

En cherchant des solutions de I’équation homogene de la forme u(r) = r%, avec v un réel ou un

complexe donné, I'on a, puisqu’alors v/(r) = ar® ! et u”(r) = ala — 1)re—2
(Oé(Oé _ 1) Lo — 1>Trx—2 _ <a2 o 1)7“(1_2 =0

.. ‘ o L . . N . "y Yy B
ce qui impose a = +£1, si bien que cette équation homogene a pour solution générale u(r) = Ar + 2,
ou A et B sont deux constantes arbitraires. En cherchant ensuite une solution pmticuliére

de T’équation de la forme u(r) = ar®, lon obtient cette fois ( 2 1Darv? = —%r ce
2
qui impose a =3 puis a= —% = 8E Ainsi, I’équation a pour solution générale
u(r) = Ar + - 8E 7“3, avec A et B sont deux constantes arbitraires.

. Déterminer les constantes A et B en tirant parti des conditions aux limites en r = 0 et r = R.
En déduire alors ’expression finale de u.

Comme u(0) =0, 'on a nécessairement B =0, de sorte que 'on a déja u(r) = Ar — 8E73
Ensuite, de o,-(R) = Ev/(R) =0 l'on tire v/(R) =0, ce qui donne A = SQ—EQRQ. Ainsi, I'on a

finalement u(r) = p—E(?)RQr —r3).
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6. Bonus Le métal obéissant au critére de limite élastique de Tresca, donner, en fonction de R, p
et de la limite élastique en traction simple oy, I'expression de la vitesse angulaire w; a ne pas

dépasser si I'on veut éviter de plastifier le cylindre.

Les contraintes principales sont

o = o = Eu(r) = %—2(3}32 —3r?)
2

g2 = 049 = E@ = %(3R2 - T2)

o3 = 0, = 0

et 'on a donc

pw? 2 9p2 2 op2 _ 2 pw? 2 _ .2
max{|o1 — 02|, |01 — 03, |02 — 03|} = ?max{Qr ,3R* —3r°,3R* —r*} = ?(BR —r?)

LN . 2
Le critere de Tresca impose alors max{|oy — 09|, |01 — 03], |02 — 03|} = 2~(3R? — r?) < 09 pour
. . ‘ 2 . . . . N
tout r compris entre 0 et R, ce qui donne ‘3’%32 < 0g. Ainsi, la vitesse angulaire w; a ne pas
dépasser si 'on veut éviter de plastifier le cylindre vaut w; =,/ 35;‘22 = %, / 2%.

Application numérique R = 1m, oy = 628 MPa, p = 7850kg.m 3.

) _ 2 [2x628106 _ 4105 _ 4103 _ 800 .
Lonaw =1y/57s0 =2\ = 55 = 5 ~ 462




