ENT.PE
Cours de Probabilités - Premier devoir surveillé

Vendredi 6 janvier 2017

Instructions et indications importantes

Les étudiants ont droit a une fewille de notes recto au format A4,

Les colevlatrices el autres dispositifs électroniques ne sonl puas aulorises.

La qualité de la rédaction {précision, concision ot soin) sera prise en compte dans la notation. La concision
est.d'outant plus importante gue fe test est relativement long.

Le baréme est uniguement donné o titre indicatif et pourra étre modifié ullérieurement.

Questions de cours (4 pts)

[1) Dire en une parase ce qu'est une combinaison de p éléments parmi un ensemble de n éléments. En
donner un exemple. Redémuntrer 1a formule du caleul du nembre de Lelles combinaisuns. Réaliser
I'application numérique ou p = 100 et n = 102,

[2) Soient I} un univers, (A x un systéme complet d'événements et £ un événement de S
Redémontrer la formule de Baves sous la forme suivante, et expliquer l'intérét de cette formule :
g Py, (B).P(A)
PelA1) = &5,
t=1 Pay (B). P(AL)

(3) Soit X une variable aléatoirve réelle continue dont Ja densité est f,. Enoncer le théoréme et rappeler
la formule permellant de calculer le moment dordre m de X. Donner le nom cl la signification
(potentiellement illustrée) du moment d'ordre 1, et des moments centrés-réduits d'ordres 2, 3 et 4.

(1) Un espace probabilisé se détini par le triplet (0, T, P). Que représente chacun des trois composants
de ce triplet ? Donner Te nom de T et de P dans le cas o0 8 — E*. Représenter graphlquement un
événement quelconque de T dans le cas ot n = 2,

(5) Soient deux variables aléatoires réelles continues X et V. Mentrer gue si X et ¥ sont indépendantes,
alors elles sont décorrélées. (bonus 1 pt).

Exercice 1 {4 pls)

(1) Un ¢léve de 'ENTPE a 10 amis tees proches. 1 souhaite enioviter 4 au Sefore du jeudi soir. On
s'intéresse au nombre de groupes d'invités possibles sous différentes contraintes,

{2) Combien de groupes ditférents d'invités v a-t-il en I'absence de contrainte ?
[b) Combien v en a-t-il si deux sont en coffoc et ne peuvent venir qu'ensemble 7
(¢} Combicn si deux sonl de promaos différentes et ne peuvent pas étre invités ensemble ?

(2) Sur ces 10 amis, 7 sonbLdes filles et 3 des garcons. En supposant gue chague ami a une probabilité
identique d’étre invité, déterminer la loi X que suit le nombre de gargons invités dans le groupe de 4 2



Exercice 2 (4 pts]

Un mobile se déplace aléatoiremuent dans ensemble des sommets d'un iangle ARE. A chague insLanl
n (entier naturel), il est sur l'un quelconque des trois sommerts. A l'instant n + 1 suivant, il y reste avec
une probabilité de 2/3 od se place de maniére équiprohahle sur 'un des deux aulres sommets. Onnote
A, I'événement: « le mobile se trouve en A al'instant t » et @y, = P{4,);
= By U'événement : «le mobile se trouve en B a Vinslanlno» el b, = P{B,):
Cn 'événement : « le maobile se trouve en € A l'instant n » et ¢, = P(C; ).

(1) Exprimer, pour chaque enlier i, ¢y 4, bpyq ey, en fonction de a,, By, elcy,.

Anea An
(2) Exprimer (bn...w.) en fonction de (b") puis montrer que pour tout st € B

Crpt Oy
AU Qy " ‘1 0 0 i . 1: 3
(br.) = M“(bo) anlona ¥™ = ;(0 1 0) { q(l i (1 1 1)-
Cn Cy s R I B | o [

(3) En déduire les expressions de de a,, b, et ¢, et calculer les limites correspondantes. Que signifient
concrétement ces Himites ?

Exercice 3 (4 pts)

On étudie la durée de fonctionnement d'un appareil électrique. Celui-ci est constitué de deux
composants identiques mais indépendants dont les durées de fonctionnement respectives X; ot X
suivenl une loi de densité fi. Sur cet appareil, les deux compaosants sont montés en série, c'est-3-dire
gue l'arrét d'un composant provoque 'arrét de Uappareil.

{1) On note Y la durée de fonclionnement de Fappareil. Justifierque (Y 2 O = (X =2 O n (X = 0).

{2) Démeontrer que fy = 2. f.. (1 — Fy) ol Fy estla fonction de répartitien de X, cL X,
{3) On considére & présent que fy(x) = —e . 1g+(x). Donner lexpression de Fy, puls caleuler E(X).

(4) Caleuler 'espérance de Y. (Quel est son sens physique ?

Exercice 4 (4 pts)

Soit un couple de variables aléatoires (X,Y) tel que X(Q) = {0,1,2} et ¥(11) = {—1,0,1} dont la loi
conjointe est donndée par le tableau suivant :

(1) Donner la valeur de @ en justitiant. P =x¥=y) | V=—1| V=0 | ¥Y=1
¥=10 2 0.2 «

(2) Donner la loi marginale de ¥. Caleuler son A= i 0.1 0.1 a

espérance et sa varianoe, ¥ — 0.2 0 6.1

(3) Les variables X et Y sont-clles indépendantes ? Justitier.

(1) Onpose: Z = X + 2.Y — 1. Déterminer la loi de Z, puis calculer son espérance.
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